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Abstract

The present thesis is concerned with applying the results of the latest research in the proper-
ties and possible behaviour of an extensive class of dynamic systems focussing on models of
mechanical structures. It is proved here that non-linear symptoms (such as an unpredictable
evolution) of a system that can describe a simple slender structure are determined by the
intrinsic system qualities (no unknown external influences).

In the introduction, the non-linear symptoms of deterministic systems as they are known
today are clearly outlined listing detailed descriptions of methods used for their observation
and recognition.

The modelling of structures together with a derivation of the equations of motion for
a geometrically non-linear model of a generally slender plane beam structure can be found
in a self-contained chapter.

However, the main part of the thesis is dedicated to a dynamic experiment conducted.
A special model is derived and described that has been developed specifically for the pur-
poses of the thesis to be used for comparing the real observations and numerical computer
simulations. It is demonstrated that, despite the complexity of the behaviour of a system,
a good agreement can be achieved between the response of a real structure and that of its
numeric model, which is particularly proved by comparing the bifurcation diagrams and
significant limit cycles of a selected structure.

The thesis has been written as part of the MSM 261100009 research project ,,Non-
traditional methods for investigating complex and vague systems*, which is among the most
important research activities carried out at Brno University of Technology since 1998.



Abstrakt

Predkladana prace se zaméruje na aplikaci nejnovéjsich poznatki o vlastnostech a mozném
chovani Siroké t¥idy dynamickych systémi, zejména vSak modeld mechanickych konstrukei.
Je zde prokazano, ze nelinedrni projevy (napf. nepfedvidatelny vyvoj) systému, jenz muze
popisovat jednoduchou stihlou konstrukci, umoziuji vnitini vlastnosti tohoto systému a ni-
koliv napf. neznamé vnéjsi vlivy.

V Gvodu prace jsou prehledné rozdéleny nelinearni projevy deterministickych systémii,
tak jak jsou v soucasnosti zndmy, s podrobné popsanymi metodami pro jejich sledovani
a rozpoznavani.

Ucelenou kapitolu tvori modelovani konstrukei, véetné odvozeni pohybovych rovnic geo-
metricky nelinearniho modelu obecné $tihlé rovinné prutové konstrukce.

Hlavni ¢ast této prace je vSak vénovana provedenému dynamickému experimentu. Pro
srovnani realného pozorovani a numerickych simulaci na podéitaci, byl zvlast pro ucely této
prace vytvoren specidlni model, jehoz popis a odvozeni je v praci uvedeno. Je ukazano,
ze navzdory slozitosti chovani systému muze byt dosazeno dobré shody odezvy realné kon-
strukce a jejiho numerického modelu, cozZ je dokumentovano zejména srovnanim bifurkac¢nich
diagramt a vyznac¢nych limitnich cyklt vybrané konstrukce.

Prace vznikla v ramci vyzkumného zaméru MSM 261100009: ,,Netradi¢ni metody studia
komplexnich a neurcitych systémt“, ktery patii k vyznamnym védecko-vyzkumnym aktivi-
tdm na VUT v Brné od roku 1998.
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Kapitola 1

Uvod

Tato prace je vytvorena pro souhrnné zpirehlednéni soucasnych znalosti o bohatstvi moz-
ného chovani mechanickych konstrukei, o metodach vysetfovani a zatazovani pozorovanych
a pozorovatelnych jevi, ke kterym muze na konstrukci dochazet a zejména o provedenych
experimentech, jimiz je doklddana realita téchto popisovanych jev.

Préce se opird o nové poznatky dotykajici se Sirokého spektra védnich oborti, zvlasté vsak
o teorii dynamickych systémi a teorii chaosu, které davaji zdkladni ramec pro klasifikaci jev,
které byly diive mnohdy opomijeny ¢i popfipadé nepresné zarazovany.

Problematika, kterou se zde zabyvame, se neustale vyviji a stdva se zdjmem ¢im dal tim
vétsiho okruhu védecké i laické vefejnosti. Mezi jeji vyznamné vlastnosti patii schopnost
preklenovat mezioborové bariéry tim, ze ukazuje az zarazejici podobnosti v iplné odlisnych
systémech. Podobnosti, jejichz zakonitost snad diive nikdo netusil. Ukazuje nam kvalitativné
novy pohled na procesy probihajici kolem nas a na moznosti jejich modelovani. To hlavni,
co nam doklada toto nové védni odvétvi, Ize Tici jedinou, ndm vSem dobie znamou vétou:
, Celek je vic nez pouhy soucet casti”. Prevedeno do fe¢i stavebni mechaniky: ,, Mit dobry
model urcité konstrukce neznamend védét, jak se bude chovat®, nebo: , Pozndni konstrukce
nekonci vytvorenim jejiho modelu®.

1.1 Historie

Védecké zkoumani prostiedi ve kterém Zijeme mé dlouhou a pohnutou historii. Casto bylo
a mozna i stale zlstava svazano s tim, ¢emu lidé véri. Napriklad z knihy HALA HELLMANA
[30] je dobfe patrné, k jakym sportim ve védé dochéazelo a jak mnohdy z naseho pohledu naivni
byly aktualni predstavy o fungovani svéta. Z vyvoje védy je také patrny uspéch pristupu
zépadni civilizace, ktera se oproti civilizaci vychodni soustfedila na sledovani izolovanych
elementarnich jevii a ,neviimala si“ komplexnich jevii okolo sebe. Uvahy byly takové, Ze
komplexni jevy jsou pfifinou interakce mnoha nezavislych procest, které jsou (po jejich
izolaci) pro zkoumani vhodnéjsi. Zfejmé nikoho, po tspésich zapadni civilizace, nenapadalo,
Ze to nemusi stacit.

Védecké poznéani proslo za svou historii mnoha revizemi, ptricemz snad nejbouilivéjSim
obdobim bylo zfejmé 20. stoleti. Nastésti je zde vzdy k dispozici moznost provéreni toho, co
si o svété myslime. Piitomnost této moznosti je tak zfejmé a dulezita, ze lze Fici: ,,prave to je
véda“. Slovy RICHARDA FEYNMANA: , Provérkou nasich védomosti je vghradné experiment”.
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CiLE PRACE

K jedné revizi védomosti doslo zejména diky vzristajicimu zdjmu o nelinearni systémy.
Vzniklo védni odvétvi, které z ndhody, katastrofy a z pojmu chaos udélalo predmét svého
zajmu.

1.1.1 Chaos

Reélné systémy, ackoliv mnohdy docela jednoduché, se mohou chovat velmi slozité. HE-
NRI POINCARE jiz v roce 1899 pii studiu deterministického modelu' pohybu tii gravitacéné
vazanych téles objevil druh pohybu, kterému dnes fikdme deterministicky chaos. V soucas-
nosti jiz s jistotou vime, ze deterministicky chaos je nejslozitéjsim moznym druhem chovani
deterministického systému [57].

Dnes je také zrejmé, ze chovani opirajici se o pritomnost nelinearity v systému je v prirodé
spise pravidlem nez vyjimkou. Protoze ¢loveék se od svého ,,uvédoménti si se“ nechava prirodou
inspirovat?, jisté mtZe byt piinosem zkoumani a vytvafeni systémi tohoto druhu.

Je tfeba Tici, ze chaotické chovani vzbuzuje zpravidla touhu po jeho odstranéni ¢i potla-
¢eni. Nyni ovSem existuji i jiné pohledy, které chapou chaos jako zadouci zptisob chovani.
Chaos ma totiz tyto kladné vlastnosti [57]:

e je ohrani¢enym chovanim (tj. nemusi zpusobit kolaps systému),

e vyznacuje se lepsi absorbci energie a hybnosti (neni nachylny k destabilizujicim vli-
vim),

e je jistym zptsobem odolny vici rezonanci,

je charakteristicky michanim (ztraci se v ném informace o historii).

1.2 Cile prace

V soucasnosti chybi (popf. se bézné nepouziva) klasifikaéni rdamec pro nelinearni jevy, ke
kterym mutize dochéazet pfi sledovani mechanickych konstrukci. V teoretické ¢asti této prace
je cilem predstavit takovy klasifika¢ni ramec, ktery muze slouzit pro identifikaci nelinearnich
projevit mechanickych konstrukci. S timto klasifikaénim ramcem souviseji zpisoby sledo-
vani konstrukei (zejména jejich pohybu). Proto je cilem préace také ptredstavit metody pro
sledovani a rozpoznavani nelinearnich jevi.

V praktické casti je cilem vybrat a zdivodnit vybér jednoduché mechanické konstrukce
majici nelinedrni odezvu. Uzit, popf. vyvinout efektivni model této konstrukce a nalézt
vhodné parametry pro experimentalni srovnani. Provést experiment a aplikovat popsané
metody sledovani nelinearnich jevi, véetné verifikace vybraného modelu.

! Deterministicky model je systém, ve kterém je kazdy stav urden stavem piedchazejicim. V deterministic-
kém modelu neuvazujeme nejistoty ve znalosti vlastnosti prvkid systému a jejich interakeci.

27ivy svét kolem nas je ziejmé velmi dobfe fungujici optimalizaéni proces, jehoz vysledky stoji za to
podrobné zkoumat.
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Kapitola 2
Pouzité pojmy a teorie

Pro naplnéni cild této dizerta¢ni prace je zapotiebi ujasnit pojmy, které jsou zde uzity. Je
zde predpokladana znalost stavebni mechaniky a vSeho, co se ji bezprostiedné tyka, ovsem
nékteré zakladni véci budou presto zminény, aby se predeslo pripadnému nedorozumeéni.

2.1 Mechanické konstrukce

Reédlnym objektem zajmu této dizertac¢ni prace jsou mechanické konstrukce. Ve stavebni
mechanice zpravidla studujeme konstrukce, které nejsou mechanizmem (tj. nevykazuji kine-
matickou neurcitost!). Zde se nemusime timto pozadavkem omezovat a proto zvolime pojem
mechanické konstrukce. Klasifika¢ni rdamec pro jejich nelinearni projevy bude totiz platit
obecné. Piiklad mechanické konstrukce, pro kterou miaze byt uzit navrzeny klasifikacni ra-
mec je na obr. 2.1.

Obrazek 2.1: Priklad zkoumané konstrukce

2.1.1 Linearni chovani

Pod pojmem linedrni chovdni konstrukce mame na mysli souvislost mezi zvolenou akci na
konstrukci (zatizeni) a zvolenou reakci, tj. odezvou konstrukce (napf. zména tvaru), pro

'Konstrukce ¢ jeji ¢ast je kinematicky neurcita, jestlize jejimu idealizovanému, absolutné tuhému modelu
nebyly odebrany vsechny stupné volnosti.

12



MECHANICKE KONSTRUKCE

kterou lze zavislost mezi velikosti akce na velikosti reakce vyjadrit linedrni funkci. Pro ta-
kové konstrukce lze potom s vyhodou uzivat tzv. principu superpozice, ktery popira tvrzeni
uvedené v iivodu této prace. Princip superpozice totiz rika: ,,Celek neni vic nez soucet ¢dsti*.
Linearni chovani je z matematického hlediska prvni (linedrni) aproximaci obecné ode-
zvy konstrukce. Je zde pfimé navaznost na predpoklady stavebné-mechanické teorie malych
deformaci, kterd vztahuje popis stavu konstrukce k jejimu nepietvorenému tvaru.

2.1.2 Puvod nelinearit

Svét kolem nas je sice nelinedrni (pokud je to tak mozno Fici), ovSem fyzikové se casto
nelinearnimu popisu jevu diivodné vyhybali. Je to dano faktem, Ze nelinearita v systému casto
zpusobi jeho obtizné ¢ dokonce nemozné feSeni. A to plati nejen pro hledani analytickych
feSeni, ale — jak se ukazalo ve druhé poloviné 20. stoleti — i pro hledani numerickych feseni,
viz nap¥. [11]. Rozdélme si zakladni zdroje nelinearit u mechanickych konstrukei:

o Geometrickd nelinearita — ptfi velkych zménéach tvaru konstrukce dochéazi k nezane-
dbatelnym zménadm napt. v poloze zatizeni a neni tedy mozno vztahovat popis stavu
konstrukce jen k jejimu nepietvorenému tvaru.

o Fyzikdlné-materidlovd nelinearita I. druhu — atomy hmoty jsou k sobé vazany silami,
jejichz zavislost na vzdalenosti atomi lze linedrné aproximovat jen v relativné malém
rozsahu vychyleni z rovnovaznych poloh, jak je vidét na obr. 2.2 (rovnovazna poloha
je nulovy bod na funkci meziatomové sily), viz napt. [15].

o Fyzikdlné-materidlovd nelinearita II. druhu — pri pretvareni materidlu dochéazi k ne-
vratné zméné jeho struktury, napf. posun krystalovych rovin, pohyb dislokaci® apod.
O téchto jevech je dobfe pojednéno napt. v [6] a [15].

o Konstrukéni nelinearita — pti pretvareni konstrukce mize dojit ke kontaktu dvou dfive
oddélenych ¢asti, nadzvednuti konstrukce z podpory apod.

Sila

odpuzovani Vzdalenost

pfitahovani

Obrazek 2.2: Funkce meziatomové sily nepolarnich atomu

?Dislokace je ,porucha® v krystalické struktufe materidlu — oblast dotyku dvou krystali, cizorody atom,
apod. Vyskyt dislokaci je dtlezity zejména pro pevnost kovii (napf. v oceli tvofi dislokace mimo jiné atomy
uhliku), protoze krystalové roviny se o né ,opiraji“ a nedochézi tak k jejich prokluzu. OvSem nap¥. pevnost
diamantu je dislokacemi snizena. Ukazuje se, ze vyskyt dislokaci v krystalu urychluje jeho riist, viz [15].

13



POUZITE POJMY A TEORIE

2.2 Dynamika konstrukci

Pfedmétem zadjmu dynamiky konstrukci je zejména vratny pohyb konstrukce — kmitéani,
oscilace. K tomu, aby konstrukce kmitala je zapotiebi dvou zékladnich prvki, které jsou ve
skutecnosti ¢asto pritomny jako celek:

e pruzny ¢len s uréitou tuhosti (popf. obecny vratny mechanizmus, jakym je napiiklad
u kyvadla pusobici gravitacni zrychleni, viz obrézek 2.1),

e hmotny c¢len s urcitou setrvacnou hmotnosti.

Lze fici, ze hmotny ¢len je zejména nositelem kinetické energie konstrukce (energie po-
hybu) a pruzny ¢len je zejména nositelem potencidlni energie konstrukce (energie polohy).
Vzajemnou interakci téchto dvou ¢leni pak mize dochéazet ke kmitani konstrukce.

2.2.1 Vypocet konstrukci

P1i feseni pohybu mechanickych konstrukci se uplatni zejména zasady Klasické mechaniky,
kterd zrejmé umoznuje nejefektivnéjsi popis konstrukci uvazovanych méritek a rychlosti.
Nicméné tvahy na mikroskopické a tzv. mezoskopické® Grovni struktury materidlu jisté mo-
hou byt prinosné.

Mame-li v prvnim piibliZeni néjaky konzervativni mechanicky systém*, ktery chceme mo-
delovat (tj. ziskat jeho pohybové rovnice), pak je vhodné sestavit funkci L, zvanou Lagran-
geova funkce danou vztahem [39]:

L=FE,—E,, (2.1)

kde E}, je kineticka energie systému a ), je potencialni energie systému. Pohybové rovnice
systému pak dostaneme uzitim vztahu:

d (OL oL
alar) = o 22

kde g; a ¢; jsou tzv. zobecnéné souradnice prvku systému a t je Cas.

2.2.2 Frekvence a perioda

Jelikoz je kmitani ¢asto opakujici se (periodicky) pohyb, lze mluvit o jeho frekvenci a periode.
Obecné feceno je frekvence néjakého jevu pocet opakovani tohoto jevu za ¢asovou jednotku.
Perioda je cas, ktery uplyne mezi dvéma po sobé jdoucimi vyskyty opakujiciho se jevu a je
obracenou hodnotou frekvence.

Vzhledem k vysSe uvedenym zakladnim prvktm konstrukce vime, ze frekvence kmitani
takové konstrukce je tim vyssi, ¢im vétsi je tuhost pruzného ¢lenu a tim nizsi, ¢im vétsi je
hmotnost hmotného ¢lenu.

30bé tyto tirovné se uplatiuji napiiklad pfi zkouméni lomu materialu, & analyze tzv. dnavového poruseni
materidlu a také pii modelovani hydratace cementové pasty, viz [11],[52].

4V konzervativnim systému se zachovava jeho energie. Tedy nedochazi k jejimu tiniku — nejsou zde p¥itomny
tzv. tlumici ¢leny, viz kapitola 2.2.3.
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2.2.3 Tlumeni

Pfi kmitani redlné konstrukce dochazi k dilezitému jevu, kterym je rozptyl (disipace) sledo-

vvvvvv

konstrukce jsou tyto:

e zvyseni teploty (pfeména kinetické energie konstrukce na kinetickou energii atomi resp.
molekul hmoty konstrukce — tzv. materidlové tlumens),

e odpor prostiedi (pfeména kinetické energie konstrukce na kinetickou energii atomu
resp. molekul okolniho prosttedi).

Rozptyl energie zpusobuje (v dusledku zdkona o zachovdni energie), ze volné kmitajici
konstrukce po ur¢itém case kmitat prestava. Je-li konstrukce zatizena dynamickym (v case
proménlivym) zatiZzenim, ovliviiuje tlumeni zejména prechodovou oblast pohybu konstrukce
vyustujici v jeji ustdlené chovdni (viz kapitoly 2.2.5, 2.2.7).

Jiz d¥ive bylo zjisténo, ze pro obvyklé tlumici jevy existuje moznost jejich jednoduchého
a presto vystizného popisu (tato skute¢nost je pfedmétem tudivu fyziki, jak uvadi napf. FEY-
NMAN, viz [15]). Nejuziteénéjsi a nejcastéji uzivany popis téchto tlumicich jevi je néasledujici:

e Utlum konstantni (suché tfeni — kontaktni odpor k vzajemnému posunu dvou pevnych,
k sobé pritlac¢ovanych materiali),

e Utlum linedrné zavisly na rychlosti posunuti (pruzné pfetvoreni materialu, odpor okol-
niho tekutého prostfedi pfi malych rychlostech posunuti),

e utlum kvadraticky zavisly na rychlosti posunuti (odpor okolniho tekutého prostiedi pfi
vétsich rychlostech posunuti)®.

U modelt redlnych stavebnich konstrukci se nejcastéji uplatnuje zejména model atlumu
linearné zavislého na rychlosti posunuti.

2.2.4 Volné kmitani konstrukce

Neni-li konstrukce podrobena dynamickému zatizeni a je-li zdroven vzdalena od klidového
rovnovazného stavu, pak dojde k jejimu volnému kmitdni. Volné kmitani konstrukce ndm
toho mize hodné prozradit o jejich vlastnostech i jejich vnitinich parametrech. Naptiklad
je-li ¢asovy prubéh kmitani bodd konstrukce blizky funkci:

z(t) = Ag e cos i, (2.3)

kde Aj je amplituda kmitani, ¢ je koeficient atlumu, Q2 je frekvence kmitt a ¢ je ¢as; pak lze
fici, ze se konstrukce chova linearné a je i linedrné (zavisle na rychlosti) tlumena. Graf této
funkce je vidét na obrazku 2.3.

SPoznamenejme, 7e se jedna vizdy pouze o aproximaci. Pfesnéji bychom mohli mluvit o Gtlumu obecné
nelinearné zavislém na rychlosti.
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Poloha

\%\Z/’y’/—‘ Cas

Obrazek 2.3: Funkce polohy pii volném kmitéani linedrné se chovajici konstrukee s linedrnim ttlumem
(rovnice (2.3)) véetné obalky amplitud, coZ je funkce & Ag e~

2.2.5 Kmitani dynamicky zatiZzené konstrukce

U dynamicky zatizené konstrukce dochazi k interakci mezi dynamickym zatizenim a pohy-
bujici se konstrukci. Tato interakce mize nabyt komplikovanych projevt, viz kapitola 2.2.7.
Lze Tici, ze konstrukce v obecném pripadé prochéazi v prubéhu ¢asu charakteristickymi typy
chovani:

e Prvni typ, kdy neni zfejmy dalsi vyvoj pohybu konstrukce, je nazyvan prechodovou
oblasti pohybu konstrukce. Tento typ chovani je ¢asto velmi slozity a budouci vyvoj
konstrukce vykazuje nepiedvidatelnost.

e Je-li dalsi vyvoj pohybu konstrukce ziejmy, nastava druhy typ — ustalovdni pohybu
konstrukce (redlné je tento typ chovani rozliSitelny od nasledujiciho tim, Ze existuje
hranice pfesnosti méfeni, kterd nam limituje moznost sledovani ustalovaciho procesu).
Tento typ chovani je topologicky shodny s nasledujicim typem a casto také nebyva
odliSovan.

e Ttetim typem je jiz ustaleny pohyb konstrukce (z hlediska idealizovaného FeSeni je tento
typ chovéni v jistém smyslu nedosazitelny, jelikoz se systém k tomuto typu casto pouze
neomezené priblizuje).

Jistou pfedstavu si mizeme ucinit z priabéhu funkce posunuti urcitého, nejlépe vyznac-
ného, bodu na konstrukci. Priklad takové funkce je vidét na obrazku 2.4.

Tyto typy chovani Ize také dobfe pochopit v analogické situaci s tuhou kulickou vhozenou
na zvlnénou plochu s mnoha dulky. Kulicka se nejprve vselijak po plose kutéli, az ji zachyti
neéktery z dulkt, ve kterém krouzi, dokud se nezastavi na jeho dné. V této analogii jsou dobte
patrné ony tfi typy pohybu kuli¢ky: kutaleni po ploSe, krouzeni v dulku a klidovy stav na
dné dtlku). Dynamickym zatizenim tuto analogii zkomplikujeme tim, Ze budeme se zvlnénou
plochou pohybovat.
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Pfrechodové oblast | Ustalovani pohybu | Ustéaleny pohyb

Poloha

Cas

Obrazek 2.4: Typy kmitani konstrukce znazornéné na funkci posunuti ur¢itého bodu

2.2.6 Dynamické zatizeni

Zatizeni, které se v ase neustdle méni (zejména periodicky), zajistuje konstrukei staly pfisun
energie. V tom je mozno spatifovat nebezpeci, protoze je-li konstrukce s timto zatiZenim
v jistém souladu, mtze dojit ke kumulaci pfividéné energie v konstrukci. Tomuto jevu,
souladu zatizeni a konstrukce fikdme rezonance, viz kapitola 2.2.8. V nasem bezprostfednim
okoli je to celkem bézny jev, v nékterych pripadech dokonce zddouci.

Zminény soulad mezi konstrukci a zatizenim je zavisly predevsim na prabéhu dynamic-
kého zatiZzeni a na vlastnostech konstrukce (kapitola 2.2.4). Dynamické zatizeni mizeme
zatadit, dle jeho pribéhu v ¢ase, do mnozin zobrazenych na obr. 2.5.

OBECNE

PERIODICKE

Obrazek 2.5: Mnozinova klasifikace dynamického zatizeni dle periodicity

Za obecné zatizeni povazujme jakékoliv libovolné v ¢ase promeénlivé zatizeni, tedy zejména
aperiodické zatizeni. Periodickée zatizeni je takové zatizeni, které se v case opakuje s urci-
tou periodou. A harmonické zatiZeni je zvlastnim periodickym zatiZenim, jehoZ prubéh je
harmonickou funkci ¢asu.

Ptiklady prubéhu popsanych druhii zatizeni jsou vidét na obrézcich 2.6, 2.7 a 2.8.
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Zatizeni

——

Cas

Obrazek 2.6: Priklad ¢asového prubéhu aperiodického zatizeni

Zatizeni

Obrazek 2.7: Priklad ¢asového pribéhu periodického zatizeni

Zatizeni

Obrazek 2.8: Casovy pritbéh harmonického zatiZeni

2.2.7 TUstalené chovani konstrukce

Jak konstrukce prejde do ustaleného chovani jsme jiz uvedli. Tento typ chovani je zavisly
zejména na vlastnostech konstrukce a na typu a velikosti zatizeni. Pro samotné ustalené
chovani je ovSem zatiZeni zpravidla dominantnim ¢initelem.
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Casto plati, Ze jaky je typ zatiZeni, takovy je typ odezvy konstrukce. Tato situace nastava
vzdy, kdyz se konstrukce chova linedrné. Nechova-li se vSak konstrukce linedrné, pak muize
dojit k situaci, ze bude typ odezvy slozitéjsi nez typ prilozeného zatizeni. Dokonce naopak
odezva mize byt jednodussi nez zatizeni. U nelinedrniho systému je totiz mozny vznik tzv.
samoorganizace, kdy odezva konstrukce na aperiodické zatizeni bude periodicka, viz napf.
[11]. VSe mlZeme znazornit schématem na obr. 2.9.

ZATIZENI USTALENE CHOVANI

OBECNE OBECNE

PERIODICKE PERIODICKE

N - nelinearita
S - samoorganizace

Obrazek 2.9: Vztahy mezi zatizenim a ustalenym chovanim konstrukce vzhledem k periodicité

Na obrazku 2.9 jsou vidét souvislosti mezi dynamickym zatiZzenim pusobicim na kon-
strukci a odezvou konstrukce na toto zatizeni. Dodejme, Ze existuje zvlastni typ ustéaleného
chovani, které neni pfimo znazornéno ve schématu 2.9. Jedna se o kvaziperiodické chovdni

(ma nekone¢né dlouhou periodu), které tvoii rozhrani mezi periodickym a aperiodickym
chovanim.

2.2.8 Rezonance

Vznik rezonance zavisi zejména na poloze a frekvenci periodického zatizeni a na vlastnich
frekvencich pfi volném kmiténi konstrukce. Rezonanci si mizeme zobrazit (popf. timto po-
stupem zméfit) pomoci pribéhu amplitudy pfi ustdleném pohybu konstrukce v zavislosti na
frekvenci periodického zatiZzeni (amplituda zatiZeni je ponechdna konstantni). Na obrazku
2.10 je vidét takové zobrazeni pro jednoduchou® linearné se chovajici konstrukci. Rezonance
se v takovém zobrazeni projevi jako vyrazné zvyseni amplitudy v ustéleném chovéani kon-
strukce pro urcitou hodnotu frekvence zatizeni.

V pripadé, ze mame linearné se chovajici konstrukci s vic nez jedinou vyraznou vlastni
frekvenci, pak muzeme v naSem zobrazeni priubéhu amplitudy v ustdleni pozorovat vice
vrcholi odpovidajicich témto frekvencim.

Obecné rezonance hraji ve fyzice diilezitou roli, jak uvadi napt. FEYNMAN v [15]. Ve
stavebnictvi (zejména v mostafské praxi) je patrnd snaha vyuzivat frekvenéni odezvu kon-
strukce ke sledovéni jejich vlastnosti, viz napfiklad [47]. Souhrnné vzato se snazime rezonanci
pii provozu konstrukce zabranit, protoze to muze zpusobit jeji kolaps, takze rezonan¢ni frek-
vence hledame spise proto, abychom zabranili jejim projevim.

5Myslime tim konstrukci, kterd ma jedinou vyraznou vlastni frekvenci p¥i volném kmiténi.
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Amplituda ustaleného kmitani

Frekvence zatizeni

Obrazek 2.10: Rezonanéni vrchol pro jednoduchou, linearné se chovajici konstrukei

2.3 Dynamické systémy

Pro sledovani a simulaci dynamickych jevi (zejména téch nelinearnich) byl vyvinut obecny
aparat, ktery shrnuje jiz dfive zminénd teorie dynamickych systému. Zatizena konstrukce je
v souladu s témito postupy chapana jako tzv. dynamicky systém. Vyhodou tohoto pristupu je
moznost jeho aplikace bez ohledu na druh dynamického systému s tim, ze ziskané zkuSenosti
mohou mit univerzalni platnost. Co je minéno pod pojmem dynamicky systém a proc je
vyhodné takto obecné chépat zatizenou konstrukci, shrneme v této kapitole.

2.3.1 Definice dynamického systému

Pro dynamicky systém je charakteristické, ze jeho okamzity stav i jeho budouci vyvoj je
bezezbytku urcen koneénou mnozinou hodnot, nazyvanych stavové proménné systému (na-
pifklad polohy a rychlosti jeho prvki)”. Tedy kazdy systém s t&mito vlastnostmi lze chapat
jako dynamicky systém.

Jelikoz je stav dynamického systému plné uréen mnozinou stavovych proménnych, jejichz
hodnoty svoji proménlivosti v ¢ase ukazuji jeho vyvoj, 1ze chapat zménu téchto proménnych
jako pohyb v prostoru vSech moznych stavi systému, nazyvaném fdzovy prostor. Bod ve fa-
zovém prostoru je tedy jednozna¢nym stavem systému a je jim dan i budouci vyvoj systému®.

Urcuje-li vektor x = (x1, x2, ..., x,) hodnoty n stavovych proménnych systému, pak mo-
delem dynamického systému nazveme soustavu diferencidlnich rovnic?:

% =F(t,%), (2.4)

kde ¢ je ¢as a vektor funkci F = (Fy, Fs, ..., F},) uréuje vztahy pro budouci vyvoj systému.
Uvedenou vektorovou diferencidlni rovnici lze po slozkach vyjadrit takto:
.T'Jl = Fl(t, L1y L2y wuny xn),
i‘QZFQ(t,l‘l,SUQ,...,ZL'n), (2 5)

I = Fp(t,x1,29, ..., ).

7Jedné se tedy o deterministicky systém (pojem byl vysvétlen v kapitole 1), ¢imz jiz nyni tato abstrakce
neodpovida kvantové podstaté reality.

8Kazdy bod ve fazovém prostoru lze chapat jako tplnou mnozinu poédtecnich podminek systému. Za
pocatecni podminky chapeme hodnoty stavovych proménnych systému v okamziku, ktery povazujeme za
pocatek naseho zadjmu o vyvoj systému.

9Teckou nad symbolem je oznacena derivace veli¢iny podle ¢asu.
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Resenim této soustavy diferencialnich rovnic pro uréité poc¢ateéni podminky x(tg) = xo
je vektorova funkce x(t) = (z1(t), x2(t), ..., x,(t)) udavajici hodnoty stavovych proménnych
x v ¢ase t. S pomoci nalezeného feseni x(¢) pak miizeme vyvoj systému znazornit ve fazovém
prostoru jako spojitou kiivku, tzv. trajektorii systému (viz obrazek 2.11).

X3

Obrazek 2.11: Znazornéni trajektorie systému v trojrozmérném fazovém prostoru

2.3.2 Aplikace

K tomu, aby mohly byt zatizené mechanické konstrukce formulovany jako model dynamic-
kého systému (2.4), je tfeba ucinit nékolik poznamek:

e diferencialni rovnice vyssich fadu lze prevést na diferencialni rovnice prvniho radu
substituci,

e nalézt kanonickou definici ur¢itého dynamického systému muiize byt obtizné (napi. z di-
vodu vzajemné zavislosti slozek X, jak je patrno z modelu odvozeného v kapitole 7),

e feSeni nelinearniho dynamického systému lze nalézt numerickymi metodami, popsa-
nymi v kapitole 5,

e pro zobrazovani trajektorii a bodl ve vicerozmérném fazovém prostoru je mozno uzit
metod posanych v kapitole 4.

2.3.3 Limitni mnoZiny

Vénujme se nyni opét pohybujici se konstrukci. V kapitole 2.2.7 jsme uvedli, Ze po pie-
chodové oblasti pohybu konstrukce dochazi k ustalovani a naslednému ustalenému pohybu.
Ve fazovém prostoru modelu dynamického systému reprezentujiciho konstrukci se ustalovani
projevi zfetelnym zptsobem (narozdil od zobrazeni, kterd neprobihaji ve fazovém prostoru).
Trajektorie systému se p¥i ustalovani pohybu za¢ne p¥iblizovat k tzv. limitni mnoZiné'® bod
ve fazovém prostoru, se kterou splyne pro ¢as t — oo (alternativné pro ¢as t — —o0).

7.ze mluvit také o tzv. atrakéni (té% pritahujici) mnozing, kterd je oviem méné obecnym pojmem. Vy-
svétleni viz [40].
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Pro kazdou limitni mnozinu existuje tzv. bazén pritazlivosti, ktery definujeme v néasledu-
jici kapitole 2.3.4. Zakladni typy limitnich mnozin jsou néasledujici:

e limitni bod, popfipadé mnozina bodu (viz obr. 2.12a),

e limitni cyklus — uzaviend trajektorie ve fazovém prostoru (tzv. orbit, viz obr. 2.12b)
s urcitou konecnou periodou,

o kvaziperiodickd mnoZina — slozitéjsi mnozina s nekoneéné dlouhou periodou, ktera je

stabilnim druhem chovanill,

e chaoticky atraktor — popt. také podivnyg, nejslozitéjsi limitni mnozina (viz [57]), zpravi-
dla nekompaktni, kterd se vyznacuje nestabilnim chovanim systému'? (viz obr. 2.12c).

%

a) limitni bod b) limitni cyklus ¢) chaoticky atraktor

Obrazek 2.12: Znazornéni limitnich mnozin v trojrozmérném fazovém prostoru

V kontextu rozdéleni moznych ustélenych stavii systému (kapitola 2.2.7) lze Fici néasle-
dujici: Limitni bod je statickym stavem systému. Limitni cyklus je periodickym chovanim
systému. Ustali-li se systém do limitniho bodu ¢i limitniho cyklu, mluvime také o staciondr-
nim stavu systému. Chaotické chovani je aperiodickou odezvou a kvaziperiodické chovani je
zvlastni mnozinou na rozhrani mezi periodickou a aperiodickou odezvou.

Mezi popsanymi limitnimi mnozinami obecné existuje jistd souvislost prostfednictvim
vyvoje systému pri zméné jeho parametri. Této souvislosti se budeme vénovat v kapitole 3.

Podivny atraktor je velmi slozity itvar s komplikovanou vnitini strukturou. Jeho vystizné
znazornéni je pochopitelné obtizné. Na obrazku 2.12c je proto ukézan jen s pomoci jeho
obalky. Svoji podstatou je témér kazdy chaoticky atraktor fraktal, viz kapitola 2.3.5.

2.3.4 Bazén pritazlivosti

Mnozina v8ech bodi ve fazovém prostoru, pro které plati, Ze trajektorie jimi prochézejici jsou
zachyceny danou limitni mnozinou, se nazyva bazén pritazlivosti této limitni mnoziny. Pokud

1 Stabilnim chovanim rozumime vyvoj systému takovy, ze mald zména pocateénich podminek zptisobi pouze
malou zménu trajektorie systému, tj. dvé vzajemné blizké trajektorie se od sebe vyznamné nevzdaluji.

12Nestabilnim chovanim rozumime vjvoj systému takovy, ze dvé vzéjemné blizké trajektorie se od sebe
exponencialné rychle vzdaluji. Exponent rychlosti vzdalovani trajektorie se nazyva Ljapunoviv, viz kapitola
4.1.5.
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zname vSechny bazény pfitazlivosti ve fazovém prostoru, vime, jaké pocateéni podminky!'3
jsou zapotiebi pro dosazeni zvolené limitni mnoziny.

Rozhrani bazént pritazlivosti maze byt fraktalni mnozina, v jejiz ,blizkém® okoli pak
urceni cilové limitni mnoziny nemusi byt jednoznacné.

2.3.5 Fraktaly

V 19. stoleti zacali matematikové seri6zné zkoumat objekty, které véda navzdory jejich pie-
vladajicimu vyskytu v nasem okoli dlouho nebrala na védomi. Tyto mnoziny byly dlouho
povazovany za ,matematickd monstra“, kterd nelze pouzit k popisu prirodnich jevi. Definic
fraktald je mnoho, nejcastéji se vsak v aplikovanych védach pouziva definice prostfednictvim
tzv. sobépodobnosti. Fraktalem je pak objekt s touto vlastnosti. Zjednodusené feceno, kazda
dil¢i cast fraktalu je topologicky ekvivalentni celé fraktalni mnoziné. ZvétSovanim fraktalu
neroste ani neklesa jeho slozitost.

S
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"TTETT"%TETJ"WETT“TTETJ

Obrazek 2.13: Jednoduchy matematicky fraktil — modifikace tzv. C krivky

R

Priklad takového ttvaru lze vidét na obr. 2.13. Fraktaly maji typicky necelociselnou di-
menzi — tzv. fraktdlni dimenzi, viz kapitola 4.1.5. Napftiklad zde zobrazeny utvar se rozklada
v konecné plose, ale neobsahuje zadné plosné ¢asti, jejichz plochu bychom mohli mérit. Ob-
dobné pokus zmérit délku linie potfebnou k jeho uplné reprezentaci nebude konvergovat
k zaddné koneéné hodnoté. Objekt tedy neni plosny a nelze ani zméfit jeho délku (pfes-
néji je délka nekonecénd). Pro jeho kapacitni dimenzi d. (definovanou vztahem (4.4)) plati
1 < d. < 2. Vypoctem je mozno zjistit presnou hodnotu, ktera ¢ini priblizné d. = 1.585, viz
vztah (4.6) v kapitole 4.1.5.

3Pfipomenime, #e fazovy prostor lze chapat jako prostor moznjch po¢atecnich podminek.
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2.4 Teorie katastrof

Tato pomérné nova teorie (THOM 1972) se zabyva vlastnostmi mnozin parametri dynamic-
kych systémi, pri kterych dochazi ke kvalitativnim zméndm stavu systému. Takové mnoziny
se nazyvaji katastrofické a THOM dokézal, Ze za urcitych predpokladi existuje pouze sedm
elementarnich typid téchto katastrofickych mnozin. Teorii katastrof lze povazovat za zobec-
néni problému hledani extrémt hladkych zobrazeni. Vychazi z Whitneyovi teorie singularit
a dnes se povazuje za specialni pripad teorie bifurkaci. Teorie bifurkaci je nedilnou soucasti
teorie dynamickych systému.

Teorie katastrof napt. ukazuje, Ze typicka kvalitativni zména stavu se déje skokem a je
zéavislad na historii systému. Z hlediska této prace, pravé kvalitativni zména stavu a proces,
ktery ji provazi, je nelinedrnim jevem. Pojednani o teorii katastrof 1ze nalézt napt. v [3], [36].
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Kapitola 3

Nelinearni jevy a nelinearni chovani

Obecné plati, Ze je obtizné (ne-li nemozné) vytvorit mechanickou konstrukci, o které bychom
mohli Fici, Ze je jeji chovani linearni. Toto tvrzeni lze obhajit predevsim tim, Ze znadme ele-
mentarni vlastnosti hmoty, ze které konstrukce tvoiime. Vime totiz, ze libovolny material
podléhé ve své podstaté zakonitostem, které unikaji jednoduchému (natoz linedrnimu) po-
pisu. Oproti tomu lze vSak také obecné Fici, Ze je mozné vytvorit mechanickou konstrukci,
ktera se bude, v pfedem zvoleném rozsahu, chovat p7iblizné linearné.

P1i projektovani a stavbé konstrukci existuje snaha co nejméné se odchylovat od poza-
davku jednoduché linearni odezvy konstrukci, zejména s ohledem na bezpeénost a predvi-
datelnost chovani takové konstrukce. Pravé disledna predvidatelnost je v soucasnosti pod-
minkou, kterd by méla byt pfi projektovani splnéna. Tato podminka u nelinedrnich systémt
nemusi byt splnéna, jelikoz jim je vlastni:

e moznost nédhlé zmény stavu pii spojité zméné parametrt systému. Tuto nahlou zménu
stavu nazveme nelinedrnim jevem,

e moznost vzniku nestabilniho chovdni, pti némz je predvidatelnost vyvoje systému silné
omezena.

Moznost nahlé zmény stavu a moznost vzniku chaotického chovani patii k tzv. generickym

MV

nepoznanym faktorem, ale jsou vnitini vlastnosti deterministického systému.

3.1 Nelinearni jevy ve statickych tlohach

Jednodussi skupinou nelinearnich jevil jsou udélosti pri vyvoji konstrukce, které je mozné
popsat s pomoci statickych stavu, jeZz jsou ve fazovém prostoru reprezentovany tzv. pev-
ngmi body'. Uloha poznéani jevu je tim zna¢né zjednodusena, jelikoz miizeme abstrahovat
od zpuisobu (zdkonitosti), jakym konstrukce v ¢ase méni sviyj tvar. Uvedme ptiklady castych
nelinearnich jevi, spadajicich do této kategorie.

1Staticky stav systému lze vypoéetné nalézt mimo jiné statickym FeSenim konstrukce. Myslime tim hledani
klidového rovnovazného stavu systému konstrukce — zatizeni.
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3.1.1 Bifurkace statického stavu

Pfi spojité zméné parametrii systému, jenz se nachazi ptivodné ve stabilnim statickém stavu?,

muze dojit k nahlé ztraté jeho stability. Omezime-li se na pruzné posunuti, pak se tato ztrata
stability ¢asto u mechanickych konstrukei projevuje jako tzv. bifurkace — rozdvojeni, viz obr.
3.1.

—

stav systému

=

parametr systému

Obrazek 3.1: Bifurkace statického stavu

Pri¢inou tohoto rozdvojeni je rozdéleni ,linie“ moznych stavi na dvé ¢asti, kde pfedélem
je staticky stav, jenz ztratil stabilitu. Tento nestabilni staticky stav v tomto pripadé impli-
kuje existenci stabilnich statickych stavil v jeho okoli. Je zde pfimé souvislost se vzrtistem
potencialni energie systému pii vzdalovani se od oblasti vyskytu moznych statickych stavid
(z podminky spojitosti pak vyplyva existence minim potencialni energie), viz obr. 3.2.

Obrazek 3.2: Vyvoj potencialni energie systému s bifurkaci pfi zméné parametru

2Stabilnim statick§m stavem rozumime stav, do n&hoz systém spé&je pii libovolném malém vychyleni z to-
hoto stavu. Nestabilnim statickym stavem rozumime stav, od néhoz se systém rychle vzdaluje pri malém
vychyleni. Poznamenejme, ze stabilni staticky stav se ve fazovém prostoru projevuje jako limitni bod.
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Na obrazku 3.2 je vidét trojice funkci potencialni energie systému (zavislych na vybraném
stavu z linie moznych stavi) kvalitativné se ménici pfi vyvoji systému. Prostiedni funkce
znazornuje predélovy okamzik — bifurka¢ni bod. P¥i limitnim priblizovani se k tomuto bodu
roste polomér kiivosti funkce potencidlni energie pro staticky stav nadevSechny meze. Tento
problém je pif¢inou nestability numerickych metod pouzitych pro FeSeni této tlohy. Ulohu
lze tak pouzit pro test stability zvolené numerické metody (tedy i algoritmu). Lze Fici, Ze
¢im je oblast stability numerické metody vétsi, tim vhodnéjsi je tato metoda pro feseni této
ulohy.

Vzpér idealniho prutu

Bifurkace statického stavu je v mechanice zndma zejména z problematiky vzpéru idealniho
prutu. Dokonale pfimy prut je zatézovan pozvolna vzrustajici tlakovou silou ptsobici ve
sméru spojnice koncii prutu, viz obr. 3.3. Pfi nizkych hodnotach osového tlaku existuje
pouze jedno stabilni feseni, kterym je pfimy tvar prutu®. Je-li oviem dosazena jista kriticka
hodnota osového tlaku, stava se toto feSeni nestabilnim a vznikaji dvé nova stabilni Feseni
oddélena nestabilnim feSenim, kterym se stal (ptivodné stabilni) pfimy tvar prutu.

Jay =€
Obrazek 3.3: Vzpér idealniho prutu — pokriticky a prekriticky stav prutu

Dosazeni kritické sily — bifurka¢niho bodu — lze vystiznéji znazornit s pomoci plochy
potencialni energie systému, jejiz fezy byly zobrazeny schématem na obrazku 3.2. Prostorové
znazornéni této energetické plochy vcetné vrstevnic je vidét na obr. 3.5.

Poznamenejme, ze uzité zobrazeni parametrizované energeticke plochy lze ziskat nejlépe
diky systému s jednim stupném volnosti*. Vihodné je pfimé uziti jednostupiiového modelu
prutu (viz napf. [17]). Prut je nahrazen dvéma tuhymi dilci spojenymi kloubem s linearni
rota¢ni pruzinou, viz obr. 3.4. Potencidlni energii IT tohoto modelu lze zapsat ve tvaru:

(o, F)=2k¢? — FI(1 —cosyp), (3.1)

kde [ je délka prutu, k je tuhost rotac¢ni pruziny, ¢ je pootoceni tuhého dilce a F' je zatézujici
sila. Pro bifurkacni bod — kritickou silu F,,. — v tomto pripadé plati:

Fo =4k/L. (3.2)

3Poznamenejme, Ze odhlizime od globalné stabilniho fefeni, jimz je tazeny prut (tvofil by druhé stabilni
feSeni rovnéz s pfimym tvarem prutu).

4K dispozici méme pouze t¥i dimenze, pfi¢em# prvni je uZita pro zménu parametru systému, druhd pro
potencialni energii. Zbyva tedy pouze jedina dimenze pro stav systému.
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Tt

Obrézek 3.4: Vzpér prutu — model s jednim stupném volnosti

i1

Obrazek 3.5: Vzpér idedlniho prutu — parametrizovana plocha potencidlni energie jednostupnového

modelu
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Vzpér redlného prutu

Idealni prut neni ve skutecnosti realizovatelny. V tomto smyslu je tfeba se zminit o vlivu,
ktery do okoli bifurka¢niho bodu vnasi odchylka od idealniho stavu, tzv. imperfekce®. Naru-
Seni symetrie (zfejmé realné vzdy pfitomné) zptsobi zvyhodnéni jedné vétve z nové vzniklych
stavi (1ze mluvit o stavu na strané imperfekce). Druhé vétev, kterd je imperfekci znevyhod-
néna, vznika, spolu s nestabilnim statickym stavem, ponékud opozdéné a jeji dosazeni je
podminéno vnéjsim zasahem. Bifurkace s narusenou symetrii je vidét na obr. 3.6.

stav systému

parametr systému

Obrézek 3.6: Bifurkace statického stavu s narusenou symetrii

Naruseni symetrie tlohy se na parametrizované plose potencialni energie projevi méné
dramaticky, nez jak vidime na prostém zobrazeni statickych stavi (obr. 3.6), viz obr. 3.7. Pro
zobrazeni této plochy byl uzit modifikovany jednostupriovy model popsany vyse. Modifikace
spocivala v zavedeni imperfekce odpovidajici poc¢ateénimu zakfiveni prutu — pocatecnimu
pootoceni pg. Vyraz pro potencidlni energii II pak pfejde na:

I(p, F) =2k (o — po)?> — F1(1 —cosg). (3.3)

5Za imperfekci lze povazovat jakékoliv naruseni symetrie bifurkace. V tomto pfipadé je myslena libovolna
mald nesymetrie tlohy vzhledem k vyboceni prutu.
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Obrazek 3.7: Vzpér realného prutu — parametrizovand plocha potencialni energie jednostuprnového

modelu
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3.1.2 Vznik/zanik statického stavu

P1i zméné parametru systému, jenz se nachéazi ve statickém stavu, mize dojit také k nahlému
vzniku ¢i zaniku stabilniho statického stavu. Tento vznik ¢i zanik muze existovat v jistém
smyslu nezavisle na ptivodnim statickém stavu (pfitomnost tohoto nelinedrniho jevu tedy
nemusi byt patrnd), viz obr. 3.8. Omezime-li se na pruzna posunuti, pak je tento vznik/zanik
nového statického stavu doprovazen vznikem /zanikem nestabilniho statického stavu z diivodu
pozadavku spojitosti plochy potencialni energie.

—

stav systému

=

parametr systému

Obrazek 3.8: Vznik resp. zanik feseni

Pri¢ina vzniku nového stabilniho statického stavu je vzdalené podobné pric¢iné vzniku
bifurkace. Také zde vznika zvInéni funkce potencialni energie, oviem s tim rozdilem, Ze toto
zvlnéni se odehrava daleko od piuvodné osamélého statického stavu, ktery tak neztraci svou
stabilitu.

Obrazek 3.9: Vyvoj potencidlni energie systému pfi zméné parametru
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Na obrazku 3.9 je opét vidét trojice funkci potencialni energie systému. Na prvni funkci
je patrné pocinajici zvinéni, které se v okamziku vzniku nového statického stavu stava inflexi
s nulovym sklonem — prostiedni funkce. T¥eti funkce jiz zfetelné obsahuje t¥i statické stavy®.

Tento nelinedrni jev a jeho nalezeni pfimo souvisi s problematikou urceni poétu moz-
nych statickych stavii. Obecné totiz nelze Tici kolik existuje statickych stavil mechanické
konstrukce pro jednu jeji konfiguraci (konkrétni mnozinu parametri).

Ponékud jednodussi situaci, z hlediska nalezeni jiného stabilniho statického stavu, je
sledovéni zanikajiciho statického stavu. V okamziku zaniku tohoto stavu totiz muze dojit (v
pripadé omezeni se na pruznou odezvu) k preskoku na jiny staticky stav.

Okamzik zaniku stabilniho statického stavu je zajimavy také tim, Ze je doprovazen kon-
taktem zanikajiciho stabilniho statického stavu se ,sdruzenym® nestabilnim statickym sta-
vem, viz obr. 3.8.

Ohyb konzolového nosniku

Jednoduchym ptikladem vyskytu vzniku nového stabilniho statického stavu je tiloha ohybu
stihlého konzolového nosniku, zatizeného pfi¢nou silou na jeho volném konci, viz obr. 3.10.

F

Obrazek 3.10: Ohyb konzolového nosniku

P1i zvySovani velikosti zatézujici sily vznikd novy staticky stav, viz obr. 3.11. Problém
existence vice stabilnich statickych stavii pro tuto tlohu byl prezentovan napt. v [20].

l

Obrazek 3.11: Dva stabilni statické stavy pro jednu konfiguraci systému

Obdobné jako v predchozi kapitole i zde je mozno vytvorit jednoduchy jednostupnovy
model této tlohy, jenz nam umozni konstruovat parametrizovanou plochu potencialni ener-

SPopsanou situaci lze velmi dobfe p¥ipodobnit k bifurkaci s velmi velkou imperfekei. Existuje zde jist§
,2rozmazany* prechod mezi bifurkaci statického stavu a vznikem nového statického stavu zkrze imperfekci.
Srovnej energetické plochy obr. 3.7 a obr. 3.13
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otacni

gie systému. Nosnik 1ze nahradit tuhym dilcem pfipojenym k vetknuti kloubem s rot

pruzinou, viz obr. 3.12.
@\ F
|

Obrazek 3.12: Jednostupriovy model ohybu konzolového nosnik

Potencialni energii IT tohoto jednostupniového modelu lze zapsat naptiklad ve tvaru:
(3.4)

1
(e, F) = 5kg02 — F'l sin ¢,
kde [ je délka nosniku, k je tuhost rota¢ni pruziny, ¢ je pootoceni tuhého dilce a F' je

zatézujici sila.

Pribéh parametrizované plochy potencialni energie tohoto modelu v okoli vzniku nového
statického stavu je vidét na obr. 3.13.

=

\\\ = q

=

=

\\

\\

\\

=

\\

=

=
——

=
=

/

=

=
——

——

/

/f

S——

\\

S

_——

o

—

_—

N

)

D
i
Wil 2 WliSe
Zre: 4

7
vl //////%7/
Z >

Obrazek 3.13: Ohyb konzolového nosniku — parametrizova

vého modelu
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3.2 Nelinearni jevy v dynamickych tlohach

e

Obecnéjsim pohledem na mechanické konstrukce, o to vsak slozitéjsim, jsou dynamickée ulohy.
To, co ve statickych ulohach bylo problémem — napt. sledovani ztraty stability ¢i zaniku
statického stavu — je zde feknéme béznou zalezitosti. Nicméné zjistime, ze n€které jevy si
budou do jisté miry odpovidat. Oproti statickym tlohdm ptibude zejména nelinearni chovani,
které je pevné svazano s pohybem mechanické konstrukce”.

Je tieba si uvédomit zasadni odlisnost dynamiky nelinedrnich systémt od dynamiky
linearnich systémii. Hlavnim rozdilem je bohatost projevii nelinearnich systémii, ktera patii
rovnéz k jejich generickym vlastnostem. Je zde patrny jisty posun ve slozitosti. Tato bohatost
s sebou prinasi komplikace s identifikaci nelinearnich projevi, kterymi se zde také budeme
zabyvat.

Jak odlisné je chapani pohybu v nelinearnich dynamickych systémech, je patrno z na-
sledujicich vét: Mluvime-li zde o stavu dynamického systému, nemyslime tim okamzity stav
systému v daném case, ale stav pohybu tohoto systému®. V extrémnim piipadé je samotny
staticky stav chapéan jako rovnovazny vysledek pohybu.

Mnohé z nelinearnich projevit jsou natolik vyzna¢nou udalosti na konstrukci, ze je 1ze po-
vazovat za méfitko vystiznosti modelu, kterym se snazime konstrukci reprezentovat. Uvedme
tedy nejbéznéjsi projevy se kterymi se miizeme setkat pii sledovani nelinearnich dynamickych
systému.

3.2.1 Bifurkace v dynamické aloze

vvvvv

k nim pfi plynulé zméné jejich parametrii. Umoznuji ndm posoudit kvalitu modelu vzhledem
k modelovanému objektu®. Bifurkaci je vice druhti a navic provazeji vznik dalsich nelinearnich
projevil.

Bifurkace zaznamenavame zejména pomoci zmén stacionarnich stavi. Lze je znazornit
v tzv. bifurkacnim diagramu podobnym zptisobem jako bifurkace statického stavu popsaného
v predeslé kapitole 3.1.1. Bifurka¢ni diagram samotny bude vysvétlen pozdéji v kapitole 4,
jako jedna z metod sledovani nelinearnich jevt. Jiz z predeslych zminek o bifurkaci vime, ze
ze samotné podstaty se systém vzdy v blizkosti bifurkacniho bodu projevuje do jisté miry
nestabilné.

Hopfova bifurkace

Hopfova bifurkace provézi zrod/zanik limitniho cyklu z limitniho bodu. Ilustraci této bifur-
kace mtzeme vidét na obr. 3.14.

"Pokud budeme chtit zaznamenat a identifikovat dynamicky jev, musime sledovat pohyb konstrukce do-
statené jemné v pribéhu dostateéného ¢asového obdobi (vice o metodédch sledovani jevi je uvedeno v kapi-
tole 4). Tento pozadavek je jesté silngjsi, sledujeme-li pohyb realné konstrukce. Poznamenejme tedy, ze zde
samoziejmé pribyla ¢asova dimenze.

8Pojmy jsou zde vice svazany s pohybem jako zékladnim prvkem. Napiiklad staciondrnim stavem (tj.
v ¢ase neproménnym) je myslen ustdleny pohyb systému na jednoduché limitni mnoziné (periodicky pohyb
¢i staticky stav).

9Modelovanym objektem miize byt samotna konstrukce, jiny model, vysledek jiné uzité vypocetni metody
¢i dokonce jen jiné diskretizace.
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Vyskyt Hopfovy bifurkace lze zjistit napt. u vzpéru idealniho prutu. Mame-li norméaloveé
tuhy prut zatiZzeny normalovym periodickym zatizenim, pak pii nizké hodnoté zatizeni bude
stacionarnim stavem limitni bod odpovidajici pfimému tvaru prutu. Dosdhneme-li urcité
vyssi hladiny zatizeni (odpovidajici kritické sile), pak jiz pfimy tvar nebude stabilni a dojde
ke zrodu limitniho cyklu odpovidajicimu pokritickému kmitani prutu.

Obrazek 3.14: Znazornéni Hopfovy bifurkace ve dvourozmérném fazovém prostoru — zrodu limitniho
cyklu z limitniho bodu. Tfetim rozmérem (oznacen c) je reprezentovidna zména parametru systému

Bifurkace zdvojenim periody

Tato bifurkace, jak jiz jeji ndzev napovida, zpisobi zdvojeni (tj. zdvojnasobeni) periody
limitni mnoziny. Pivodni mnozina se nahle rozstépi (viz limitni cyklus na obr. 3.15), pfi¢emz
,rozstépené c¢asti trajektorie“ se od sebe rychle lokalné vzdali. Zdroj této bifurkace je treba
spatfovat v nardstu nelinearity odezvy.

X3 X3

\ﬂ
Y

B
N

Obrazek 3.15: Znazornéni bifurkace zdvojeni periody limitniho cyklu v trojrozmérném fazovém pro-
storu. Vlevo — ptivodni limitni cyklus, vpravo — zdvojeny limitni cyklus

35



NELINEARN{ JEVY A NELINEARNI CHOVANT

Poznamenejme, 7Ze zdvojit se mize i zdvojena limitni mnozina (dojde u ni k dalsi bifur-
kaci). Takova nésledné zdvojeni limitni mnoziny se mohou vyskytovat pravidelné. Mluvime
pak o tzv. kaskddé bifurkact, které se budeme zv1ast vénovat v kapitole 3.2.3.

Superkriticka vidlickova bifurkace

Tato bifurkace svym charakterem odpovida bifurkaci popsané ve statickych ulohéach (kapitola
3.1.1). Dojde-li u dynamického systému k této bifurkaci, pak systém piejde do jedné ze dvou
moznych vétvi. Tento proces je ilustrovan na obr. 3.16. Z toho je ihned zifejmé, ze zaroven
existuji minimalné dvé limitni mnoziny'°.

X, .-

Obrazek 3.16: Znazornéni superkritické bifurkace v dvourozmérném fazovém prostoru (¢arkované je
znazornéna rovnocennd druhé stabilni vétev)

Také zde se projevuje ztrata symetrie bifurkace zptisobem popsanym ve zminéné kapitole
3.1.1 ze statickych uloh. Jedna vétev bude imperfekci zvyhodnénd a druhé znevyhodnéna.
Navic lze popsany staticky systém — vzpér prutu — opét pouzit jako priklad vyskytu této
bifurkace.

Méjme idedlni prut zatiZzeny ve vzpéru v ¢ase neproménnou silou. Necht je na prutu také
jiné, napf. harmonické zatizeni, ptsobici pfi¢né (dochazi k ohybu prutu). Situace na obr. 3.16,
pak muze odpovidat dosazeni kritické hodnoty vzpérné sily (kterd je v ¢ase neproménnd).
Tj. bude-li prut vzhledem k vzpérné sile v prekritickém stavu, pak se ustali do jediného
limitniho cyklu. Pfekroc¢i-li tato sila kritickou hodnotu, pak dojde k vyboceni prutu s tim,
ze prut muze nadale kmitat na jedné ¢ na druhé strané (v rovinném piipadé) vlivem stéle
pusobiciho ,malého“ pri¢ného harmonického zatizeni.

limitni mnozina na bifurkaci nezavisla.
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3.2.2 Vznik/zanik limitni mnoZiny

Limitni mnoziny dynamickych systémt mohou vznikat ¢ zanikat pfi zménach parametrall.
Pri¢iny a prubéh téchto katastrof mohou byt ruzné. To co je spojuje byva dramaticky
nastup a priibéh takového déje. Dostava-li se systém k takovému bodu, pak pochopitelné
ztraci stabilitu. Pfesnost zmapovani okamziku vzniku/zaniku limitni mnoziny je déna pfe-
devsim velikosti skoku zmény klicového parametru. Pri¢inou tohoto faktu je mnozstvi po-
tencialni/kinetické energie, kterd se uvolni pfi zméné tohoto parametru.

Hysterezni smycka

Vznik/zanik limitni mnozZiny je ¢asto doprovéazen hysterezni smyckou. Existuji-li zdroven dvé
limitni mnoziny, které obé zanikaji pfi pfechodu na tu druhou limitni mnozinu, pak napft.
zvysovanim kli¢ového parametru zmapujeme prechod prvni mnoziny na druhou a opac¢né sni-
zZovanim parametru zmapujeme pfechod druhé mnoziny na prvni. Jelikoz pro uréity interval
parametru existuji obé mnoziny zaroven, dostavame hystrezeni smycku, viz obr. 3.17.

X

/

Obrazek 3.17: Znazornéni hystereze pii prechodech mezi dvémi limitnimi body

3.2.3 Kaskada bifurkaci

Kaskada bifurkaci je velmi pusobivym prvkem nelinearnich systémt. Lze ji popsat jako po-
sloupnost bifurkaci jednoduché limitni mnoziny pfi zméné parametru systému, viz obr. 3.18.
Puvodné , jednoducha“ limitni mnozina opakovanou bifurkaci zdojnasobuje svoji periodu.
Po mnoha bifurkacich, které se vyskytuji stile Castéji, mizeme obdrzet kvaziperiodickou
limitni mnozinu a posléze chaotické chovani.

U vétsiny kaskad bifurkaci 1ze vysledovat, ze délka intervalu mezi po sobé jdoucimi bifur-
kacni body této kaskady tvori konvergujici posloupnost. Podil délek nasledujicich intervalt
miize konvergovat k univerzalni konstanté, tzv. Feigenbaumovu cislu, které mé hodnotu pfi-
blizné 4.66920, viz [26], [40].

1Vznikem & zanikem limitni mnoziny zde neni my$lena zména jejiho charakteru bifurkaci.
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Cc

Obréazek 3.18: Znazornéni kaskddy bifurkaci limitniho bodu

Nepritomnost této kaskady muze ukazovat na velmi rozvinuty nelinearni dynamicky sys-
tém. Existence kaskady a jeji struktura je zpravidla patrna ve struktufe chaotického atraktoru
vzniklého touto kaskadou.

3.2.4 Chaotické chovani

Chaotické chovani deterministického dynamického systému je rozhodné fenoménem se zv1ast-
nimi vlastnostmi. Sviij nazev dostalo od slova, které vzdy symbolizovalo ne-fad, tj. nepii-
tomnost fadu. Zkouménim chaotickych atraktortt — tzv. podivngch limitnich mnozin — lze
ovsem zjistit, ze nepfitomnosti fadu tyto struktury rozhodné netrpi, viz obr. 3.19. Naopalk,
forma uspotfadanosti chaotickych atraktort je v jistém smyslu vyssi formou fadu, viz [46].

Chaotické chovani je nestabilnim pohybem v omezené oblasti fazového prostoru. Je cha-
rakteristické tim, ze plivodné blizké trajektorie se lokalné exponencidlné rychle vzdaluji —
tomuto efektu se ¥ika strecing (natahovani). A zaroven globélné, z hlediska rozméru atrak-
toru, zustavaji stale ve své blizkosti — diky efektu s ndzvem folding (pfehybéni). Vysledkem
téchto dvou efektti je nekonefné zvrasnéna plocha, po které se pohybuje nekonecnd tra-
jektorie, aniz by se kdy protnula. Tento typ Casto se vyskytujictho chaotického chovani je
topologicky ekvivalentni tzv. pekarské transformaci, viz napt. [34], kterd nazorné vystihuje
jeho povahu.

Protoze je chaotické chovani nestabilni, tak nelze jednoduchym zptisobem rozhodovat
o stabilité numerickych metod pro feseni odpovidajictho dynamického systému. Libovolné
mald zména jakéhokoliv vstupu (poc¢ateéni podminky, metoda feSeni, zpiisob reprezentace
¢isel, atd.) nevyhnutelné vede k odlisnym vysledkim. Pokud chceme posoudit stabilitu feseni
pti chaotickém pohybu, je tieba sledovat strukturu samotného atraktoru. Nemeéni-li se jeho
struktura pri zméné vstupu, pak lze usuzovat na stabilitu feseni.

Skutec¢nost praktické neopakovatelnosti a nepredvidatelnosti trajektorie pfi pohybu na
chaotickém atraktoru vede k algoritmickym obtizim s jeho identifikaci. Existuji pfipady, kdy
je v soucasnosti jedinym spolehlivym identifika¢nim prostiedkem pouze lidsky mozek, viz
napr. [41].
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Obréazek 3.19: Rez chaotickym atraktorem, ktery je produktem silné nelinedrniho dynamického sys-
tému se tfemi stavovymi proménnymi
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Kapitola 4

Sledovani nelinearnich jevi

V predchazejicich kapitolach jsme uvedli rtizné nelinearni projevy, ke kterym mtize dochéazet
pri vyvoji stavu mechanickych konstrukci. Zname nyni podstatu nékterych jevii, ale mohou
nam chybét uc¢inné metody jejich sledovani. Tato kapitola se bude vénovat pouzivanym me-
todam zobrazovani stavu a vyvoje systému zaloZzenych vét§inou na pouziti fazového prostoru.

Resime-li dynamicky model realné konstrukce, pak mame ¢asto k dispozici velmi mnoho
udaji vyjadiujici stav systému v case. Model ma zpravidla mnoho stavovych proménnych
(dle poc¢tu stupni volnosti), aby dobfe vystihoval chovani dané konstrukce. Vime, ze pocet
stavovych proménnych ndm urcuje dimenzi fazového prostoru. Tento fakt ¢ini pfimé zob-
razeni trajektorie obtiznym, vzhledem k tomu, Ze jsme schopni vnimat jen t¥i prostorové
dimenze. Prvnim problémem je tedy zobrazeni ve vicerozmérném fazovém prostoru.

Vyviji-li se dynamicky systém v case, pak casto dochéazi k hustému zaplnéni oblasti
fazového prostoru trajektorii. TéZko pak zjisfujeme, co se s nim stalo. Problémem druhym
je proto rozpoznani stavu a zmény stavu systému.

Tieti problém je spravné interpretace vysledkidl experimentu ¢i numerického vypoctu.
Protoze naptiklad z podstaty nelinearity systému vime, ze mize mit vice limitnich mnozin
pii stejné konfiguraci systému. Dale také mutze byt obtizné odlisit chaotické chovani od
prechodového stavu, apod.

7 popsanych potizi je vidét komplexnost poznavani systému. Situaci ndm jisté zjednodusi
zaméreni se na diléi ¢asti. Z hlediska toho jaké informace chceme o systému ziskat, muzeme
provést nésledujici rozdéleni (fazeno podle naro¢nosti):

e sledovani systému pro jeho jedinou konfiguraci — zavislost chovani systému na poca-
te¢nich podminkéach,

e vyvoj ustalenych stavi systému pii zméné parametrt — hledani bifurkaci, chaotického
chovani, atd.,

e sledovani pfechodovych déj — ustalovani systému, stabilita ustalenych stavii, apod.

4.1 Zobrazovani ve fazovém prostoru

Jiz jsme uvedli, Ze vétSina G¢innych metod sledovani systému uzivéa prostor vSech moznych
stavi systému, kde se jeho vyvoj zobrazuje jako spojita parametricka krivka — trajektorie.
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Vyhodou tohoto pristupu je, ze se chovani systému v tomto prostoru podoba béznym zku-
Senostem. Dochazi-li k ustalovani systému, pak se trajektorie ve fazovém prostoru ,usadi“
v urcité jeho ¢asti — limitni mnozin€, coz se casto velmi podoba misce, v niz krouzi kulicka.
Je-li tato miska slozita, lze ocekévat slozity pohyb kulicky — chaotické chovani. Dostane-li
kulicka prilis mnoho energie, mize z misky ,,vyskocit* a skonéit v jiné misce, apod.

4.1.1 Projekce trajektorie

Projekce trajektorie je prvni ze zékladnich zobrazovacich prostredki pro snizeni poctu di-
menzi. Poznamenejme, Ze projekce je nas pfirozeny nastroj vniméani, jinak bychom byli do-
slova ,zaplaveni“ mnozstvim informaci.

Méjme n-dimenzionalni dynamicky systém, jehoz trajektorii x(¢) chceme zobrazit na
dvoudimenzionalni plochu. Pak postacuje vybrat dvé stavové proménné, napf. x; a x;, které
budou reprezentovany dvéma osami zobrazovaci plochy. Definujme projekei trajektorie X(t):

], kde i,j €1,2,...,n, (4.1)

kterou vyneseme do zobrazovaci plochy. Vybirame zpravidla takové stavové proménné, které
maji nejvétsi vyznam. Napiiklad pii ohybovém kmiténi prosté ulozeného nosniku (viz obr.
3.3) vybereme pfi¢nou vychylku stfedu prutu a rychlost této vychylky. V pfipadé harmonické
odezvy nosniku pak bude projekci trajektorie elipsa, viz obr. 4.1.

0

Obrazek 4.1: Znazornéni trojice projekci ustdleného harmonického kmitani — jednoduchého limitniho
cyklu, kde x je vychylka, & je rychlost vychylky a 6 je fazovy thel harmonické sily F'(t) = A sin6
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Projekce kmitani

V této préaci budeme uzivat projekci zvlast vhodnou pro ohybové kmiténi jednoduché rovinné
konstrukce s vice stupni volnosti, ale jedinym dynamickym zatizenim — harmonickou silou
nebo harmonickym zrychlenim.

V prvé fadé provedeme projekci tohoto systému takovou, ze vybereme pouze jediny bod
na konstrukci a jediny smér jeho pohybu. Polohu vybraného bodu ve vybraném smeéru ozna-
¢ime z(t) a rychlost zmény této polohy #(t). Tim jsme odstranili vSechny ostatni polohové
stavové proménné. Jelikoz je konstrukce podrobena harmonickému zatizeni, tak tieti stavo-
vou proménnou bude fazovy tihel harmonického zatizeni 0(t), pro ktery bude platit:

H(t) =Qt+ b, (4.2)

kde 2 je hlovéa frekvence harmonického zatiZeni a g je poCateéni podminka pro fazovy thel
6. Obecné harmonické zatizeni z(t) pak mtzeme psat ve tvaru:

z(t) = A sin6, (4.3)

kde A je amplituda zatizeni. Vysledek projekce pfi harmonickém ustaleném pohybu byl jiz
vidét na obréazku 4.1 pod oznafenim X(t), pficemz lze uzit dalsi projekci oznacenou X1 (t) pro
zobrazeni do roviny. Tato projekce je vhodna zejména proto, ze je zde mozné velmi zietelné
a rychle odlisit zmény v chovani systému.

Vsiméme si, ze stavova proménna 0 je tzv. cyklickd souradnice. Reprezentuje totiz fazovy
thel. Vypocet fazového uhlu 6 tedy muzeme upravit tak, ze bude platit 8 € (0,27). Tato
uvaha je dobre ilustrovatelnd geometrickou transformaci na obr. 4.2.

b

Obrézek 4.2: Transformace kartézského soutadného systému (vpravo) do vélcového souradného sys-
tému (vlevo) vystihujici cyklickou povahu stavové proménné 6
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4.1.2 Poincarého mapa

Poincarého mapa je druhy z néastroji pro sniZzeni poc¢tu dimenzi zobrazeni trajektorie sys-
tému. Zjednodusené je Poincarého mapa fezem trajektorie ve fazovém prostoru vybranou
nadplochou.

Nejcastéji se provadi fez rovinou kolmou na vybranou stavovou proménnou, feknéme x,,.
Rovnice fezné roviny tak muze byt ve tvaru x, = a, kde a je prisecik fezné roviny s osou
stavové proménné z,. Poincarého mapa trajektorie x(¢) je pak mnozina vSech bodu této
trajektorie, pro které plati z, = a.

Pro vizualizaci n-dimenzionalni Poincarého mapy lze uzit projektivni zobrazeni popsané
v predchozi kapitole 4.1.1.

Mapa prvniho navratu

Uvazovat Poincarého mapu jen jako fez trajektorii je z hlediska jejiho vyznamu nedostatecné.
Poincarého mapa je totiz v teorii dynamickych systémt chédpana jako specialni zobrazeni,
které danému bodu fezu trajektorie prifadi néasledujici bod fezu trajektorie. Z definice dy-
namického systému vyplyva, zZe je toto zobrazeni jednoznacné. Téchto vlastnosti Poincarého
map se uziva pfi podrobnéjsi analyze vicerozmérnych systémd.

Projekce kmitani

Vratme se ke konkrétni projekci trajektorie systému, popsané v predchozi kapitole 4.1.1. Pro
kmitajici konstrukci, za vySe danych pfedpokladi, je vhodné vést fez trajektorie rovinou
0 = 0. Tento fez je ilustrovan na obrazku 4.3.

Obrazek 4.3: Tlustrace vytvafeni Poincarého mapy feznou rovinou 6 = 0

Na obr. 4.3 je vidét provedeni fezu jednoduchym limitnim cyklem rovinou § = 0. Vidime
také, Ze jednoduchy limitni cyklus bude mit v takové Poincarého mapé pouze jediny bod.
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Kazdé zmnozeni bodti ¢i ndhl4d zména jejich polohy, jasné signalizuje nelinearni jev.

Identifikace limitni mnoZiny

Jelikoz je Poincarého mapa ve vybraném piipadé rovinnym fezem trajektorie, nedochézi
na ni pfi projekci k prekryvani ¢asti trajektorie, jak je tomu u projekce trajektorie. Diky
této vlastnosti se dobfe hodi k identifikaci limitni mnoziny. V tabulce 4.1 jsou zobrazeny
charakteristické Poincarého mapy limitnich mnozin.

Limitni cyklus Kvaziperiodickd mnozina Chaoticky atraktor

X X

y \
- )
X X
L — L —
omezené mnozstvi bodu neomezené mnozstvi boda neomezené mnozstvi boda
(zde ¢tyibodovy — dvakrat tvorici kompaktni oblasti vypliujici ¢lenité, zpravidla
zdvojeny limitni cyklus) nekompaktni oblasti

Tabulka 4.1: Poincarého mapy rtznych druhi limitnich mnozin

4.1.3 Bifurka¢ni diagram

Tento nastroj slouzi pro zobrazeni a identifikaci zmén chovani dynamického systému pii
zméné jeho konfigurace (zméné jeho parametrt). Pro jeho konstrukei se vyuziva Poincarého
mapa. Lze Fici, ze bifurka¢ni diagram je geometricky uspofadand mnozina (graf) Poincarého
map pro rizné (spojité se ménici) parametry systému.

Bifurkac¢ni diagram lze konstruovat za riznych podminek:

e pro kazdou zménu parametrd startuje novy systém se stale stejnymi pocateénimi pod-
minkami,

e pohybujici se systém je podroben malé zméné parametru, aniz by byl znovu spoustén
(tj. provedeni zmény parametru ,za chodu“),

e systém je pro kazdou zménu parametri spustén mnohokrat s riznymi (zpravidla né-
hodné generovanymi) poc¢ateénimi podminkami.
Ustalené chovani

Nejcastéji pouzivanym je bifurka¢ni diagram ustéleného chovani. Zobrazeni Poincarého mapy
celé trajektorie by totiz bylo na tkor pfehlednosti diagramu. V bifurka¢nim diagramu usta-
leného chovani tak muZzeme byt pfimo svédky bifurkaci limitnich cykld, kaskad bifurkaci,
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nahlych zmén stavu ¢i vzniku a rozvoje chaotického chovéni, viz obrazky 3.14, 3.15, 3.16
a 3.18 z kapitoly 3.

Pozadavek ustaleni systému pro konstrukci Poincarého mapy v sobé skryva urcité kom-
plikace. Hlubsi tivahou zjistime, Ze vzhledem k existenci chaotického chovani a nestabilni pte-
chodové oblasti neni snadné rozhodnout, zda-li jiz doslo k ustaleni systému. Tento problém
je obzvlasté zavazny u kmitani redlnych konstrukci, kde se nevyhneme tézko poznatelnym
vliviim na chovani konstrukce.

Problém ustaleni lze nejjednoduseji fesit nastavenou, dostateéné dlouhou dobou, po kte-
rou se systém ustaluje. Slovnim spojenim ,dostatecné dlouha doba“ myslime takovy casovy
interval, jehoZ prodlouZeni neovlivni vyznamné tvar bifurkac¢niho diagramu. Jedna se tedy
o ovéfeni konvergence. Lepsich vysledku (sniZzeni ¢asové narocnosti) mizeme dosdhnout uzi-
tim vhodného ukazatele ustaleni. Témito ukazateli mohou byt naptiklad tzv. agregované
atributy systému (viz kapitola 4.1.5).

4.1.4 Bazény pritazlivosti

Bazény ¢i oblasti pritazlivosti jsou pomiickou pro mapovani rozlozeni moznych limitnich
mnozin systému. Diky znalosti bazént pritazlivosti mtzeme stanovit také pravdépodobnost
dosazeni dané limitni mnoziny.

Konstrukce bazént pritazlivosti daného systému spociva v identifikaci limitnich mnozin
pro ruzné pocateéni podminky. Pocatecéni podminky volime obvykle pomoci sitového rastru,
jimz pokryjeme sledovany fazovy prostor systému. Pro dané pocateéni podminky pak ur-
¢ime do jaké limitni mnoZiny se systém ustali. Dle identifikované limitni mnoziny provedeme
oznaceni bodu, reprezentujictho pocateéni podminky ve fazovém prostoru, symbolem iden-
tifikované limitni mnoziny, viz obr. 4.4.

7

Obrazek 4.4: Bazény pritazlivosti slabé nelinearniho systému se dvémi identifikovanymi limitnimi
mnozinami. Cernd reprezentuje poc¢ateéni podminky pro dosaZeni prvniho limitniho cyklu a bils
dosazeni druhého limitniho cyklu

Podobné jako u konstrukce bifurkac¢niho diagramu, také pri vypoctu bazéni pritazlivosti
se nevyhneme potizim. Nejprve potfebujeme uréit, zda-li se jiz systém (pro dané poc¢atecéni
podminky) ustalil. Pro ustéleny systém je tieba identifikovat a oznacit limitni mnozinu.
Identifikace je spojena s moznosti nalezeni limitni mnoziny, kterou jsme dosud nepozorovalil.

!Neexistuje obecny algoritmus pro nalezeni vech limitnich mno#in.
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4.1.5 Ruzné agregované atributy

Pod pojmem agregovany atribut je mysleno napt. realné ¢islo, které vyjadiuje urcitou vlast-
nost systému. Takové ¢islo je definovano dlouhodobym pohybem tohoto systému (tzn. lze
mluvit o jeho agregovéani v Case).

Agregované atributy lze ¢asto vyuzit v pripadé, ze potfebujeme vyjadrit vlastnosti sys-
tému jedinou hodnotou, korespondujici s mirou slozitosti systému.

Agregovanym atributlim schopnym rozlisit druhy chaotického chovani systému z kvalita-
tivniho hlediska se fika deskriptory chaosu. Naopak z kvantitativniho hlediska popisuji chaos
tzv. kvantifikdtory chaosu, viz [41].

Fraktalni dimenze

Pro popis a klasifikaci fraktalnich mnozin byly definovany rizné zobecnéné dimenze vychéze-
jici z rtznych typt mér (napf. Hausdorfova). Zméfime-li neceloé¢iselnou hodnotu zobecnéné
dimenze daného objektu, pak se jedna o fraktal. OvSsem existuji i fraktaly, které maji ce-
lo¢iselnou dimenzi, viz napf. [9]. Tento zdanlivy paradox souvisi s definici fraktdlu jako
sobépodobného utvaru, viz kapitola 2.3.5.

Jednou z nejjednodussich zobecnénych dimenzi je tzv. Kolmogorova dimenze neboli ka-
pacitni dimenze, oznacovana d. a definovana vztahem:

. InN(e)

d. = e11_1?((1) In(1/e)’ (4.4)
kde N je minimdlni poéet atvari (napf. krychli) velikosti e pokryvajicich méfeny objekt.
Napriklad ma-li fraktal na obr. 2.13 Sifrku a vysku rovnou jedné, pak lze bezezbytku pokryt
jednim ¢tvercem rozméru g9 = 1, tfemi ¢tverci rozméru €1 = 1/2, deviti étverci rozméru
g9 = 1/4, atd. Plati tedy vztah:

Ni(e; = 1/2%) = 37, (4.5)
z ¢ehoz dosazenim do (4.4) dostavame:

In N; 3  In3
do= lim ——'_ — lim —— = =

- _In3 4.6
i—oo In(1/g;) i In2  In2 (46)

Z dalgich casto uzivanych fraktalnich dimenzi uvedme informacni dimenzi a korelaéni
dimenzi. Tyto dvé spolu s kapacitni dimenzi tvoii, tak jak jsou uvedeny, prvni tfi cleny
posloupnosti dimenzi, tzv. spektra dimenzi, viz [41]. Spektra dimenzi slouzi predevsim k po-
drobnéjsi fraktalni analyze. Korela¢ni dimenze méa vyznam zejména pro urcovani fraktalni
dimenze limitnich mnozin z naméfenych ¢éasovych fad, viz [41].

Poznamenejme, ze fraktalni dimenze jsou geometrické kvantifikatory chaosu.

Ljapunovovy exponenty

Je-li systém v nestabilnim stavu lze ukazat, Ze se dvé vzajemné blizké trajektorie vzdaluji
rychleji nez polynomialné, viz [41]. Vzdalenost r dvou bodi na blizkych trajektoriich lze
aproximovat vztahem:

r(t) =roe, (4.7)
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kde A je tzv. lokdlni Ljapunoviv exponent.
Ve vicerozmérném fazovém prostoru je definovano tzv. globdlni spektrum Ljapunovovych
exponentt (kazdé stavové proménné odpovida jeden), pro které plati:

>

N i(t)
i = tlgglo n In (0)’ (4.8)

kde 7 je index stavové proménné (jedné dimenze fazového prostoru). Znédme-li toto spektrum,
pak mtzeme konstatovat, zZe jsou-li vSechny exponenty nekladné, jednd o stabilni chovani
systému (limitni body, limitni cykly, kvaziperiodické chovani) a je-li alespon jeden exponent
kladny, pak se systém chova chaoticky?.

Ljapunovovy exponenty jsou razeny k casovym kvantifikatortim chaosu.

4.1.6 Inverzni modelovani

Mitize nastat situace, kdy nemame k dispozici vhodny pfimy aparat pro vytvoreni modelu
realného dynamického systému. Takové piipady se vyskytuji zejména ve védnich oborech,
typické, ze systémy tohoto druhu maji silné nelinearni chovani. Zejména pro takové pripady
byly vytvoreny postupy, které umozinuji napt. urcit, zda se systém chova chaoticky, ¢i stanovit
dimenzi jeho atraktoru, viz napf. [34], [41].

4.2 Jina zobrazeni

Jako ptiklad jinych zobrazeni mtizeme zminit samotné ¢asové fady sledovanych velic¢in (tj.
skalarni slozky diskretizované trajektorie) ¢i jejich transformace do frekvenéni domény (tzv.
spektralni analyza). Ve frekvenéni doméné muzeme vidét, které elementarni slozky jsou
v dané ¢asové fadé dominantni a napfiklad také kdy doslo k jejich nastupu.

Ze znamych metod tohoto druhu uvedme zndmou Fourierovu transformaci a moderni
wavelet transformaci, viz napt. [60]. Jejich aplikace na silné nelinearni problémy ovSem zpra-
vidla neni G¢inna, jelikoz tyto metody nedokazi rozlisit Sum od chaotického chovani, viz napft.
[41].

2V ptipadé dvou a vice kladnych Ljapunovovych exponentii hovofime o hyperchaosu.
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Kapitola 5
Reseni pohybovych rovnic

Dynamické systémy, které lze vytvorit pro modelovani mechanickych konstrukei, maji jednu
spole¢nou vlastnost, dilezitou pro vybér metod jejich reseni. Touto vlastnosti je disipace
energie. V modelu je tento jev podchycen pfidanym ¢lenem, zptsobujicim tlumeni systému.
Dynamické systémy majici tento élen pak nazyvame disipativoni'. Pro feSeni disipativnich
dynamickych systému zpravidla s vyhodou postacuji zakladni explicitni numerické metody
pro feSeni pocatecniho problému obycejnych diferencialnich rovnic prvniho rfadu.

5.1 FEulerova metoda

3

Eulerova metoda je nejjednodussi jednokrokovou? a jednobodovou® numerickou metodou

pro Teseni pocatecniho problému obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu, pri¢emz
pro diferencialni rovnici ve tvaru:

dx

— = F(t,z(t .1
o = F'(t,2(t)), (5.1)
ma predpis (tzv. diferencéni vztah):

x(t+ h) = x(t) + h F(t,x(t)). (5.2)

Aby tento postup mohl byt proveden, je tfeba znéat po¢ateéni podminku (fesime poc¢ateéni
problém) naptiklad ve tvaru:

2(0) = o, (5.3)

kde x¢ je dané realné cislo.

'Kromé disipativnich systémi existuji také systémy konzervativni, v nichz se celkova energie zachovava.

2Numerické metoda se nazyva k-krokova, je-li pro vypocet nové hodnoty x(t + h) zapottebi znit k pred-
chozich stavi z. Napiiklad pro dvoukrokovou metodu je tfeba znét stav x(t) a také predchozi stav z(t — h).

3Numericka metoda se nazyva I-bodova, je-li pro vipodet nové hodnoty x(t+h) zapotiebi spocitat I hodnot
funkce F(t,z(t)).
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Eulerova metoda aproximuje pribéh funkce z v bodé ¢ piimkou se smérnici F'(¢,z(t)).
Predpis (5.2) lze proto ziskat napiiklad ze vztahu pro numerickou prvni derivaci. Pro prvni
derivaci funkce y = f(x) podle proménné z lze pfiblizné psat:

F(ay ~ 12T h})L —f@) (5.4)

kde h je malé c¢islo. Tento vztah je mozno upravit:

flx+h) =~ f(x)+hf(z), (5.5)

coz je az na oznaceni totozny vyraz jako predpis Eulerovy metody (5.2). Chyba této metody
je fadu O(h?).

Dynamické systémy jsou zpravidla soustavami diferencialnich rovnic. Predpis Eulerovy
metody pro feSeni takovych dynamickych systémi lze prepsat:

zi(t + h) = xi(t) + h Fi(t,z1(t), z2(t), ..., zn(t)),i = 1,2, ..., n, (5.6)

kde n je dimenze dynamického systému (pocet jeho stavovych proménnych).

5.2 Klasicka Runge-Kuttova metoda

Podstatné vykonnéjsi numerickou metodou pro feSeni poc¢atecniho problému obycejnych di-
ferencialnich rovnic prvniho fadu je Klasickd Runge-Kuttova metoda, které je jednokrokova
a Ctyfbodova. Metoda aproximuje pribéh funkce z polynomem c¢tvrtého stupné. Chyba této
metody je fadu O(h%). S ohledem na (5.1) a (5.3) m4 piedpis (vyzaduje znat hodnoty funkce
F(t,z(t)) ve étyfech bodech):

F(t, z(t)),

F(t+h/2,2(t) + k1h/2),

F(t+ h/2,z(t) + koh/2), (5.7)
F(t

h) =

+h $( )+k‘3h),

1
2
3
4
( ()+h/6(k1+2k2+2k3+k‘4).

_l’_
Jeji zobecnéni na feseni soustav rovnic pak:

ku—F(thl() 2(t), -, 2n(1)),
(t + h/2 Il(t) —|— kuh/z .1'2( ) + klgh/Q, ...,.fUn(t) + k‘lnh/Q),
k‘gz = (t + h/2 131( ) + kglh/2,$2( ) + kzgh/Q, ...,ﬂjn(t) + kanh/Q), (5.8)
ky; = (t + h, xl( ) + ks1h, xo(t) + ksah, ..., xn(t) + kgnh),
x,(t + h) = l‘l( ) + h/6 (kli + 2ko; + 2ks; + k4i>, 1=1,2,...,n

kde n je pocet rovnic a zaroven stavovych proménnych z; dynamického systému.
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5.3 Upravena Eulerova metoda

Vyrazné lepsich vysledku (zlepSeni stability) pfi uziti Eulerovy metody lze dosahnout jedno-
duchou tpravou majici ptivod ve vlastnosti zkoumaného dynamického systému. Dynamické
systémy popisujici pohyb mechanickych konstrukci vznikaji totiz z diferencialnich rovnic
druhého radu, pricemz se upravuji jednoduchou substituci na diferencialni rovnice prvniho
radu. Mé&jme napiiklad diferencidlni rovnici druhého fadu ve tvaru:

d?x dzx
kterou lze substituci
dz
- 5.10
V= (5.10)
upravit na soustavu (dynamicky systém):
dv o k
a - m.m”
(5.11)
dx
— =.
dt

Takto vytvoreny dynamicky systém lze fesSit popsanou Eulerovou metodou predpisem
(5.2), pfiemz obdrzime diferenéni vztahy:

v(t+h) = v(t) = h (o) + Ea(t)),

" (5.12)
x(t+h) =x(t) + ho(t).
Tento pfedpis mizeme snadno upravit na:
v(t+h) = v(t) = h (o) + Ea(t)),
(5.13)

x(t+h) =xz(t) + ho(t + h),

za predpokladu, Ze nejprve vypoc¢teme hodnotu stavové proménné v (rychlost posunuti z)
v Case t+ h. Slovné muZeme tuto pravu popsat jako uziti nové vypoctené rychlosti posunuti
v pro vypocet nového posunuti z (tuto tpravu lze snadno zobecnit pro feseni rozsahlejsich
soustav diferencialnich rovnic)*.

Podobnych vysledku (stejné stability metody) dosdhneme opa¢nou upravou:
xz(t+ h) =x(t) + ho(t).

(5.14)
v(t+h) = v(t) = h (Lo(t) + Ea(t+ b)),

4Tato Gprava je podobna tpravé uzité v Gauss-Seidelové iteracni metodé pro FeSeni soustavy linearnich
algebraickych rovnic vychazejici z Jakobiho iteracéni metody. Gauss-Seidelova metoda (téz nazyvand zrych-
lena Jakobiho metoda) zahrnuje do vypoctu nové aproximace i-tého kofene soustavy vSechny jiz vypoétené
aproximace kofent s indexem O, ..., ¢-1. Tim je dosazeno urychleni konvergence itera¢ni metody.
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obdobné za predpokladu, Ze nejprve vypocteme hodnotu stavové proménné z (posunuti)
v Case t + h. Slovné muzeme opét tuto tpravu popsat jako uziti nové vypoc¢teného posunuti
z pro vypocet nové rychlosti posunuti v.

Srovnani stability Eulerovy metody a této upravené Eulerovy metody je uvedeno v piti-
loze A.

5.4 Pokrocilejsi metody

5.4.1 Implicitni metody

Vyssi stabilitu vypoétu mohou v nékterych piipadech (napt. konzervativni systémy) poskyt-
nout implicitni metody, které se ovSem oproti explicitnim metodam vyznacuji vétsi vypocetni
slozitosti.

5.4.2 Adamsovy metody

Popsané jednokrokové metody uzivaji pro vypocet nového stavu pouze stav predchazejici.
Vicekrokové metody, souhrnné nazyvané Adamsovy metody, naproti tomu zahrnuji do vy-
poctu nového stavu vice predchazejicich stavi, coz muze také zvysit efektivitu vypoctu.
O vicekrokovych metodach lze ziskat dalsi informace napf. z [12], [40].

5.4.3 Adaptivni metody

Za urcitych okolnosti je vyhodné ménit diskretiza¢ni krok A numerické metody pro zvyseni
casové efektivity feseni. Vypocet probiha tak, ze se stav v daném case vypocte uzitim rtznych
krokt a zjistény rozdil se porovna s toleranci pro snizeni popi. zvyseni diskretiza¢niho kroku.
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Kapitola 6
Modelovani konstrukci

Nejuzivanéjsi teorii pro simulace realnjch konstrukei je v sou¢asnosti mechanika kontinua®,

viz [44]. Plati to navzdory tomu, Ze kontinuum neodpovidd znamé strukture materiala. Tento
fakt souvisi se slozitosti problému a také s relativné malymi naroky kladenymi na vystiz-
nost modelii. Reseni modelt konstrukei odpovidajicich piedstavé kontinua ovSem i tak ¢asto
vyzaduje prijmout dalsi zjednoduseni.

Naésledujici kapitoly se vénuji dvéma finitnim metodam deformaci (tj. hledaji se nezndmé
posuvy), které maji hlavni vyznam pro tuto praci.

6.1 Metoda konec¢nych prvkua

Nahrazeni analyzy kontinua modelem popsanym pouze diskrétnimi hodnotami je nazorny
zejména v metodé konecnyjch pruki?, ktera je v soucasnosti ve své deformacni varianté nej-
pouzivanéjsi metodou pro feseni tloh napjatosti a pretvoreni konstrukci. Tato metoda na-
hrazuje myslené kontinuum koneénym poctem podoblasti (koneénych prvki, viz obr. 6.1),
na kterych jsou zvoleny aproximacni funkce posunuti bodi kontinua (zpravidla polynomy).

Obrézek 6.1: Zndzornéni pretvofeného modelu konzolového nosniku v metodé kone¢nych prvki (Seda
barva znazorfiuje spojité rozloZeni deformacni energie v modelu, srov. s obr. 6.2)

IExistuji i jiné metody vypoé&tu konstrukei, které v sob& mohou skryvat potencial vyuzitelny v budoucnu.
Uvedme zejména koneéné automaty, které nachazeji uplatnéni v tilohdch mechaniky.
2V soustavé finitnich metod mechaniky [31] je zafazena pod metody sitové diskretizace.
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Tyto funkce jsou urceny koneénym poctem posuvi vybranych bodiot — wzli (obecnéji
center?) prvku. Reseni konstrukee je potom hledani aproximace téchto posuvi pro kritérium
energetického minima s uzitim variacniho principu.

Na obr. 6.1 je vidét schéma rozdéleni konzolového nosniku na tii konecné prvky. Kazdy
prvek ma nejméné dvé centra (uzly prvku) a deformace prvku jsou spojité rozlozeny po jeho
objemu (deformacni energie se akumuluje v celém prvku).

6.1.1 Pohybové rovnice konzervativniho modelu

Pohybové rovnice konzervativniho dynamického systému bez vnéjsiho zatizeni, vzniklého
diskretizaci kontinua metodou konec¢nych prvkd, lze psat v maticovém tvaru:

d
M%v = —Kx,
(6.1)

ZX=V
kde x je vektor posunuti center (uzlt), v je vektor rychlosti posunuti center, M je nediago-
nalni matice hmotnosti konstrukce a K je matice tuhosti konstrukce.

7Z hlediska formulace pohybovych rovnic modelu, vytvoreného metodou koneénych prvki,
jako dynamicky systém je nediagonalni matice hmotnosti M nevyhodou. Pohybové rovnice
totiz nejsou vyjadreny v kanonické formé. Pfi¢ina vzniku nediagonéalni matice hmotnosti M

Vv e

prvki, kde se matice hmotnosti diagonalizuje, viz [29)].

6.1.2 Vlastnosti metody kone¢nych prvku

Metoda konec¢nych prvka ma z hlediska uvedeného ptistupu nasledujici vyhody a nevyhody:
+

priméjsi navaznost na realitu,

rozsifenost metody, zkuSenosti a jejich implementaci,

obecny tvar,

netransparentnost vypoctu,

nesnadnd implementace,

komplikované feseni nelinearnich problémf,
komplexni matematicky aparat,

feSeni soustav algebraickych rovnic,

mnoho trovni aproximaci.

3Uzit4 terminologie je v souladu se studif [31], kde lze také nalézt podrobnéjsi rozbor problematiky.
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6.2 Metoda tuhych dilci

Metoda tuhych dilci, nebo také metoda simplexnich prvkid [45], popt. dle [31] exkumulacni
varianta metody tuhgjch fyzickych konecnijch prvkid?*, uziva specidlniho zptisobu diskretizace
kontinua. Myslené kontinuum je rozdéleno na tuhé segmenty spojené vzajemné vhodnymi
pruznymi elementy, tzv. kumuldtory pretvoreni®, které zajistuji moznost deformaci modelu.
Tuto metodu lze chapat jako protéjsek metody koneénych prvkd ve smyslu procesu dis-
kretizace, viz [31]. Zna¢nou vyhodou je bezproblémové zahrnuti geometrické nelinearity
a v pripadé dynamické formulace dostavame piimo soustavu pohybovych rovnic v kano-
nickém tvaru (pro vypocet postacuje velmi jednoduchy matematicky aparat).

Obrézek 6.2: Znézornéni pretvofeného modelu konzolového nosniku v metodé tuhych dilci (Sedé jsou
zobrazeny oblasti akumulace deformacni energie)

Na obr. 6.2 je vidét schéma rozdéleni pretvoireného konzolového nosniku na tti tuhé dilce.

Mvoe N

(deformaéni energie se akumuluje na kontaktech segmentu — kontaktnich kumuldtorech ener-
gie).

V nasledujici kapitole je ukazano odvozeni konzervativnich pohybovych rovnic modelu
metody tuhych dilc pro feseni $tihlych rovinnych prutovych konstrukci v oblastech vel-
kych posunuti. Posléze bude v kapitole 7 odvozen speciadlni model konzoly, ktery lze chapat
jako specidlni pripad této metody. Vyvinuty specidlni model slouzi pro simulace kmitani
v oblastech velkych posunuti a experimentalni vyzkum v ramci této prace.

6.2.1 Odvozeni pohybovych rovnic konzervativniho modelu

V této kapitole je uvedeno odvozeni pohybovych rovnic obecného konzervativniho modelu
slozeného z tuhych dilcti. Cilem odvozeni je ukazat jednoduchost myslenky nahrazeni konti-
nua tuhymi dilci. Je patrno, jak malé mnozstvi predpokladi postacuje k vytvoreni modelu,
jimz jsme schopni Tesit slozité dynamické tlohy kmitani pii velkych posunuti.

Konzervativni pohybové rovnice budeme hledat dle zasad klasické mechaniky, uzitim
Lagrangeovy funkce (jak bylo popsano v kapitole 2.2).

4V soustavé finitnich metod mechaniky [31] je zafazena pod metody fyzické diskretizace.
SUrzit4 terminologie je v souladu se studif [31], kde lze také nalézt podrobnéjsi rozbor problematiky.
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Kineticka energie modelu

Na tuhé segmenty, z nichz je slozen model metody tuhych dilcti 1ze nahlizet jako na oddélena
tuhé télesa, kterd na sebe vzajemné ptisobi prostfednictvim kontaktnich kumulatori energie
— pruzin. Kinetickou energii obecného modelu metody tuhych dilctt E}, lze zapsat jako soucet
kinetickych energii dilcti:

nd
Ey =Y Fgs, (6.2)
s=1

kde s je index tuhého dilce, Ey; jeho kinetickd energie a ng je celkovy pocet tuhych dilct
modelu.

Na obrazku 6.3 je vidét vybrany s-ty tuhy dilec délky I a hmotnosti ms umistény v ro-
vinném souradném systému véetné oznaceni jeho zobecnénych souradnic.

dm
’ @57 sing,

—>
| o
%3
g

osr S 1%

Obréazek 6.3: Schema tuhého dilce véetné oznaceni

Stav dilce je v dynamickém systému jednoznac¢né urcen Sestici zobecnénych soufadnic

Ve

v oo

plati:

a4 _

dtl's = Ugs,

d

%ys = Uys, (63)
Lp—

dtsos -

Vytnéme na dilci diferencidlni element o hmotnosti dm, viz obr. 6.3. Pro dil¢i kinetickou

energii dFys diferencidlniho elementu lze psat:
1

1
dEs = idm v = 50 drv?, (6.4)
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kde o5 je hustota dilce a v je rychlost diferencidlniho elementu, pro kterou plati:

U= vgs + Uys + Ws X T, (6.5)

energii elementu vztah:

1
dEs = 595 ((vws + wg rsin 805)2 + (vys — ws T cos %)2) dr. (6.6)

Kinetickou energii celého dilce ziskame integraci vsech dil¢ich kinetickych energii diferen-
cidlnich elementti po délce dilce I,:

ls/2
Fpe = / dE}. (6.7)

Predpokladejme nyni, Zze mé dilec konstantni fyzikalné-mechanické vlastnosti po své délce.
Vztah (6.7) tak muzeme s uzitim vztaht (6.4) a (6.6) upravit na:

1 ls/2 )
By, = 593 /l p ((vxs + wg T sin @5)2 + (vys — ws T cos 905)2) dr, (6.8)

z ¢ehoz integraci ziskame:

1 1 1 1
B = goule (3,4 5t 08, ) = g (o2, + 5l + o2, ) (6:9)
Pro cely model pak mtizeme pséat:
1 2 Lo 2
Ek = Ezms U$S+El8 (JJS +Uy8 . (6]‘0)
s=1

Interakce dilca a formulace potencialni energie modelu

Vo vy

Obtiznéjsi ¢ast odvozeni je sestaveni potecialni energie modelu. Z obecného popisu modelu
metody tuhych dilci vime, Ze se deformacni energie akumuluje v kontaktnich elementech.
Tyto kontaktni elementy zajistuji pfenos sil mezi dilci. Jelikoz uvazujeme konzervativni sys-
tém bez zatizeni, je potencialni energie modelu F, urcena pravé stavem téchto interakénich
kumulétord. Prvnim problémem je tedy vhodna definice kontaktnich kumulatort, kterd musi
byt funkéni i pfi velkych posunuti.

Méjme dva dilce ¢ a j, které jsou vzajemneé spojeny kontaktnim kumuldtorem, viz obr. 6.4.
Zavedme lokélni soufadny systém (v obrazku oznacen pruhem) s pocatkem v tézisti i-tého
dilce pootoceny tak, Ze s globdlnim soufadnym systémem svird tthel «, pro ktery necht plati
(aritmeticky pramér pootoceni dilcii):

_ Pty
5

(%

(6.11)
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Obrazek 6.4: Schéma interagujicich dilct véetné transformace soutadného systému pro stanoveni stavu
interakéniho kumulatoru deformacni energie

Pro transformaci soufadnic dilci mezi témito dvéma soufadnymi systémy plati:
Z=(z—z;)cosa+ (y—y;)sina,
g=—(x —xz;)sina+ (y — y;) cos a, (6.12)

p=p-—a.

Uzitim této transformace dostavame lokalni souradnice i-tého dilce:

z; =0,
g =0, (6.13)
Pi = pi —Q,

a hlavné lokalni souradnice j-tého dilce, které nam poslouzi pro stanoveni interakénich vztaht

mezi dilci 7 a j:
Zj = (x; —x;)cosa+ (y; — yi)sina,

gj = —(xj —x)sina+ (y; — yi) cos v, (6.14)
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Definujme trojici deformaci kontaktniho kumulatoru:
1 _ _
dy = T; — 5(1, cos @; + 1 cos @),

=5 619
kde dy necht je norméalové protazeni kontaktniho kumulatoru, dr jeho smykova deformace

a djps jeho natoceni. Tuto trojici vztahi lze uzitim lokélnich soutadnic (6.14) a vztahu pro
transformacni thel (6.11) rozepsat:

J Pi—Pi
cos ~5—,

wite;  Litl
2

dy = (z; — x;) cos % + (y; — yi)sin 5

dr = —(z; — ;) sin L;% + (y; — yi) cos %, (6.16)
dy = 95 — i

Predpokladejme, Ze se materidl prutu chové linedrné pruzné pro pretvofeni, kterych je
realné dosahovano. Za tohoto predpokladu mizeme definovat interakéni sily mezi dilci ve

tvaru:
N =kydn,
T = krdr, (6.17)
M = kM dM7

kde kx je normalova tuhost kontaktniho kumulatoru a N odpovidajici normalova sila, dale
kT je smykova tuhost a T" odpovidajici posouvajici sila a obdobné kj; je ohybové tuhost a M
odpovidajici ohybovy moment.

Jelikoz mame definované interakce reprezentujici kontaktni kumulator, mizeme pfejit ke
stanoveni potencialni energie modelu. Plati:

ng
E,=> Ep, (6.18)
s=1

kde ny je celkovy pocet kontaktnich kumulatort v modelu, s je index kontaktniho kumula-
toru, E,s jeho potencidlni energie, pro kterou plati (mame linedrné pruzny material):

1
Eps = Lips,N + Eps,T + Eps,M = §(N dN + TdT + MdM)a (619)
coz muzeme uzitim vztaht (6.17) upravit dale:
1 2 2 2
Eps = §(kN dn“ + krpdr® + ky dyg ) (6.20)
Po dosazeni do vztahu (6.18) dostdvame zavéreény vztah pro celkovou potencidlni energii
modelu:
1t 2 2 2
Ep: EZ(kNdN + kpdr® + kpyrdys ) (6.21)
s=1
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Pohybové rovnice
Vime, Ze je pro odvozeni pohybovych rovnic vhodné sestavit Lagrangian L, ktery obdrzime

jako rozdil kinetické energie Ej, a potencidlni energie E, feSeného systému — vztah (2.1).
Uzitim Lagrangianu ziskdme pohybové rovnice z pfedpisu (2.2), ktery upravime:

d ( oL ) oL

dt \Ovys)  Oxs’

d [ OL oL

= (8%5) =gy F=L2ene (6.22)
d (8L> oL

dt \Ows/)  Ops’

Uzitim odvozenych vztahi (6.10) a (6.21) mizeme tento zapis zjednodusit:

d (aEk> 0B,

dt \ vy Oz

d (0B,  0E,

pn (8%5) = " s=1,2,...,nq, (6.23)
d (8Ek) 9B,

dt \Ows ) Oy,

Diky jednoduchosti vztahu (6.10) pro kinetickou energii modelu Ej muzeme po derivacich
pfimo dosadit:

dvgs OE,
m = —
S odt 0z’
dvys 0E,
= — =1,2,.. .24
ms dt ays ) S M b ’nd’ (6 )
imslg % — _8Ep7
12 dt 0ps

z ¢ehoz je patrné, ze primo dostavame soustavu diferencialnich rovnic v kanonickém tvaru,
jak vyZzaduje definice dynamického systému (2.4).

Pravé strany v téchto vztazich jiz nebudou tak snadno vyjadritelné, jelikoz potencialni
energie modelu E, ma, jak je patrno ze vztahu (6.21), komplikovanou podobu. Pro zpiehled-
néni zapisu provedeme rozdéleni potencialni energie do slozek, odpovidajicich jednotlivym
kontaktnim kumuldtorim, analogicky se vztahem (6.19):

E,=E,Nn+E, 7+ E,nm. (6.25)
Pravou stranu prvni rovnice ve vztahu (6.24) tak miZzeme rozepsat:

OB, _ 9By , 0Bpr | 0B

Oz Oz Oz Oz (6.26)
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Pro prvni slozku, pfislusnou kumulétorim normalové deformace, 1ze odvodit, ze plati:

OF
oot = ky (($s+1 — Ts) cos

PYstPs+1 Os+Pst1 _
2 + ( 2

Ys+1 — ys) sin

_ ls+és+1 cos <P5+12_<Ps> . (_ cos @s‘i‘éps«kl) +
(6.27)
S— + S 3 S— + S
+kn ((xs — Xg_1) cos L=FEEE 4 (yo — g, 1) sin L= —

_ ls—1+ls
2

cos %7%‘1) - cos £e=1tPs

2

kde s je index obecného tuhého dilce resp. index trojice pohybovych rovnic (6.24). Pro druhou
slozku, prislusnou kumulatorim smykové deformace plati:

OFE .
oot = kr (—($s+1 — x5)sin

PstPsi1 PstPsi1 ),
F o £)

Ys+1 — ys) COS

. Sil’l Sas+;9s+l +

(6.28)
+kp (—(:1cS — T5_1)sin %%J“PS + (ys — ys—1) cos ‘ps%ﬂ’s)-
-(— sin 7@5’1;% )
Pro treti slozku, prislusnou kumulatortim ohybové deformace, jednoduse plati:
O0E, M
e =0. (6.29)
Pravou stranu druhé rovnice ve vztahu (6.24) 1ze obdobné rozepsat na:
OFE OF OF OFE
p_ ZZp N ZEp T p,M7 (6.30)
ys ys ys ys
pti¢emz pro prvni, normalovou slozku plati:
aE S S 3 S S
6§;N == kN ((xs—O—l - xS) COS % + (ys+1 - ys) s % -
. ls+és+l COS sos+12—<ps) . (_ sin 905+;05+1) +
(6.31)

+kn ((xs - 1:5—1) Cos %%M + (ys - ys—l) sin %%M_

_lsfl“l’ls Ps—Ps—1 e Ys—11+Ps
3 COS 2 Sin 3 .

60



METODA TUHYCH DILCU

Pro druhou, smykovou slozku plati:

dE, T
9ys

PYstPs+1 Os+Pst1 .
B ( ftpe)

=kt (_($s+1 - xs) sin Ys+1 — ys) cos

.(_ oS S@s+éps+1) +
(6.32)

+ k7 (—(:L’S — Ts—1)sin %%JF% + (ys — ys—1) cos %%M)

. CcOS SOS—12+SDS .

Pro tteti, ohybovou slozku, obdobné jako u predchozi ohybové slozky jednoduse plati:

OBpm _ ), (6.33)

0ys

Nejbohatsi, pravou stranu tfeti rovnice ve vztahu (6.24), miZeme rozvést:

ok, O0E,N n OE,r O0Epm

+ ) (6.34)
Aps Ops Ops Aps
pri¢emz pro prvni, norméalovou slozku lze odvodit:
OF ,N 1 ©Yst+Ps+1 s PstPst1
a;s = gkn (($s+1 — Ts) €08 gt - (ygq1 — ys) sin Bt —
_ ls+ls+1 Ps+1—Ps .
5 COS 5
3 SJF s+
'(_(xs-i-l - xs) s % + (ys+1 - ys) COs % -
_ ls+ls+l s Ps+1—Ps
5 sin o) +
(6.35)
1 s—1+ : s—1t+
+5kn ((xs — Zo_1) cos L=EEE 4 (g — g 1) sin Le=pEe —
lsfl"l‘ls Ps—Ps—1
— ==5"cos = .
4 s—1TPs s—11TPs
-(—(acs — Zo—1) sin L= 4 (yg — y,_1) cos L5 4
+ ls—1+ls Sil’l Ps—Ps—1
2 2 .
Pro druhou, smykovou slozku plati:
OEpr _ 1 s Pst s PstPs+1
BQZS = §]€T (—(xs+1 — xs) sin ———— + (y5+1 — ys) Cos ——— |-
5+ S : 5+ S
'(_(xs—i-l — @5) cos BEFHEL — (yp1 — ys) sin %) +
(6.36)

+ %kT (—(.735 — rs_1)sin S(;'5_12+(’05: + (Ys — Ys—1) cos SQg_lQJrWS)‘

Ps—1+¢s
2

— (ys — ys_1) sin %)_

-(—(:cs — Ts_1)COS
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Posledni, ohybové slozka je ddna vztahem (poprvé nenulovym):

ag:;,SM = —kn(Ps+1 — ¢s) + kar (s — @s—1)- (6.37)

Maticovy zapis pohybovych rovnic

Konzervativni dynamicky systém vznikly aplikaci metody tuhych dilcti je dle vySe uvedeného
odvozeni soustavou diferencialnich rovnic, jez lze zapsat v kanonickém maticovém tvaru:

d
Zv=-M"1
dtv q,

(6.38)

d
—X =V
dt ’

kde x, v jsou vektory zobecnénych souradnic tuhych dilcti, M je diagonalni matice hmotnosti
tuhych dilcti a q je vektor interakénich sil.

6.2.2 Vlastnosti metody tuhych dilct

Metoda tuhych dilcti méa z hlediska vytvoreni modelu konstrukce pro tuto praci nasledujici
vyhody a nevyhody:
_|_

transparentnost vypoctu,

snadnd implementace,

bezproblémové plné nelinearni feseni,

nefesi se soustava algebraickych rovnic,

postacuje jednoduchy matematicky aparat,

méné prima navaznost na realitu,
nerozsirenost metody.
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Kapitola 7

Specialni model konzoly

Pro simulaci ohybového kmitani stihlého konzolového nosniku byl vytvofen model jako
zvlastni pripad aplikace metody tuhych dilct viz kapitola 6.2. Divodem uziti tohoto mo-
delu je jeho jednoduchost a zejména nenarocnost na dobu vypoctu.

7.1 Uvod

Simulace jednoduchych nelinedrnich dynamickych systémt, jako je napiiklad stihly konzo-
lovy nosnik v oblasti velkych posunuti (viz obr. 7.1), mohou mit obecné velkou ¢asovou
naroc¢nost. Minimalni vypocetni ¢as je totiz primo tmérny nejvyssi frekvenci, kterou bude
model ¢i jeho prvek kmitat. V pripadé modelu stihlého nosniku z oceli jsou nejvyssi frekvence
dosahovany pfi normalovém kmitani (kmitani pruznych prvka nahrazujicich normalovou tu-
host). Normalové kmitdni mé& nicméné maly vliv na globalni chovani nosniku kmitajiciho
prevazné pri¢né. Proto se nabizi moznost vytvorit model normalové tuhy a omezit tak vznik
vysSich frekvenci.

Obréazek 7.1: Konzolovy nosnik a jeho model

Konzolovy nosnik konstantniho prifezu o hmotnosti m., délky l. a ohybové tuhosti E1,
nahradime zvolenym poc¢tem stejné dlouhych tuhych dilcti vzadjemné spojenych klouby s li-
nearnimi rotaénimi pruzinami (predpoklddejme linedrné pruzny material), viz obr. 7.1.
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Necht pruziny piisobi na tuhé dilce momentem M, pro ktery plati:

M(p) =ky, k= E, L= lf, (7.1)
l n

kde ¢ je vzajemné pootoceni tuhych dilct resp. dvojnasobek pootoceni dilce u vetknuti (1ze

si predstavit, ze vetknuti je uplatnéni svislé osy symetrie na volném nosniku délky 2[.),

k je tuhost rotacni pruziny, ! je délka tuhého dilce a n je pocet tuhych dilcti. Doplnme, zZe

hmotnost jednoho tuhého dilce m je rovna m./n.

7.2 Energie

Odvozeni konzervativnich pohybovych rovnic provedeme dle zasad klasické mechaniky, uzi-
tim Lagrangeovy funkce (jak bylo popséno v kapitole 2.2 a také uzito v odvozeni pohybovych
rovnic modelu metody tuhych dilci v kapitole 6.2.1).

7.2.1 Kineticka energie

Méjme model konzolového nosniku slozeny ze tii dilcti (ziskany vztah lze potom snadno
zobecnit), jak je zndzornéno na obr. 7.2. Dilce jsou stejné dlouhé a pruziny maji stejnou
tuhost, viz vztah (7.1). Pro takto vytvofeny model sestavme pohybové rovnice.

Obrazek 7.2: Model nosniku

Pro ziskani pohybovych rovnic je tfeba sestavit Lagrangian L, ktery (jak jiz bylo uvedeno)
obdrzime jako rozdil kinetické energie Ej, a potenciilni energie £, vySetfovaného systému.
Plati tedy:

L=E,—E,. (7.2)

V tomto pripadé je pomérné obtizné sestavit vyraz pro kinetickou energii Ej. ZaCneme
s prvnim elementem — formulujme nejprve vyraz pro diléi kinetickou energii Ey. Diferencialni
element o hmotnosti dm vytnuty na prvnim dilci (viz obr. 7.3) m4 kinetickou energii

1 1
dEy; = 5dmvf = 5odr(w r)?, (7.3)
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Obréazek 7.3: Prvni dilec

kde dm je hmotnost diferencialniho elementu, v; je rychlost elementu, o je hustota elementu,
dr je délka elementu a w; je thlova rychlost prvniho dilce, pro kterou obecné plati:

W :d(Ps
s dt>

s=1,2,...,n. (7.4)

kde ¢s je pootoceni s-tého tuhého dilce. Kinetické energie prvniho dilce je potom:

1 /! 1
B = 7/ o (wyr)2dr = —mi%w,% (7.5)
2 Jo 6

vvvvvv

psat jako soucet dvou nezavislych pohybt: pohybu translacniho o transla¢ni rychlosti rovné
obvodové rychlosti koncového bodu prvniho dilce a pohybu rota¢niho o ithlové rychlosti ws.
Lze tak obdrzet vztah:

Uy = Vg + Ugy = W1 X | 4+ &g X T, (7.6)

kde ¥ je transla¢ni rychlost druhého dilce a U5, je relativni obvodova rychlost diferencialni-
ho elementu vytnutého na druhém dilci. Pro kinetickou energii druhého dilce pak plati:

!
Eps = ;/0 0 |v2]2 dr = %mﬁ (3w12 + wo? + 3wy wo cos(p2 — 901)) . (7.7)
Ze vztahu (7.7) je patrné, ze pridanim druhého dilce se ptivodni vyraz (7.5) znacné
zkomplikoval. Komplikaci je soucin wjws ktery, jak uvidime v pohybovych rovnicich, zptisobi
narust slozitosti vypoctu.
Obdobné jako pro druhy dilec lze pro kinetickou energii tietiho dilce ze souc¢tu vektori
dil¢ich rychlosti odvodit vztah:

1 /! 1
Eis = 2 / olvs|*dr = 6ml2 [3w12 + 3wz 4 ws® + 6w wy cos(pa — p1)+
0 (7.8)
+ 3ws (w1 cos(pg — p1) + w2 cos(ps — ¢2))],
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coz lze zobecnit pro s-ty tuhy dilec:

s—2
= fml2 Wg +32w] +62w1 Z w;j cos(p; — i) | +
j=1 i=1 j=i+1
(7.9)
s—1
+ 3ws Z w; cos(ps — ;)| -
j=1
Lze odvodit, Ze pro celkovou kinetickou energii modelu obecné plati:
n 1 n
E, = Z Eks éml2 [Z(Z&(n — 1) + Dw; "+
s=1 i=1
(7.10)
i—1
—}—32 n—1 —|—1wZZw]cosgp ;) |-
7j=1

7.2.2 Potencialni energie

Potencialni energii E, obdrzime snadnéji. Jedinymi akumuldtory potencidlni energie jsou
rotaéni pruziny. Ozna¢me pruzinu indexem s, s + 1 pokud pfipojuje s-ty tuhy dilec k s + 1
dilci. Potom pro napjatost pruziny plati (sledujme obr. 7.2):

Mo = k2¢1,
(7.11)
MS,S+1 = k(QDS_A,_l - gDS)? s = 1727 ey — 17
tedy pro potencidlni energii ), lze psat:
1 n—1
ZMSO =3 (Mo 101+ Y My (i1 — %)) =
=1
(7.12)
1 n—1
= 516 (29012 + ) (pit1 — ¢i)2) :
i=1
7.3 Pohybové rovnice
Pohybové rovnice pro model dostaneme z Lagrangeovych rovnic:
d (0L oL
— = =1,2,...,n, 7.13
dt (Ows) dps’ ° " (7.13)

pfi¢emz uzijeme také substituce (7.4), abychom obdrzeli soustavu diferencialnich rovnic prv-
niho Fadu, kterou pot¥ebujeme pro numerické feseni. Dle (7.4) dostavame:

dps

o W 5= 1,2,...,n, (7.14)
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¢imz ziskame soustavu 2n diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Lze snadno dokéazat, Ze v na-
sem pripad€ lze vyraz (7.13) uzitim vyrazi (7.2), (7.10) a (7.12) zjednodusit na:
d (8Ek> _ O0E, 0E,

— — =1,2,..,n. 7.15
dt \ Ows 8()05 8905’ S 34y ey T ( )

Dle vztahu (7.10) pro kinetickou energii Ej muzeme obecné psat:

E 1
gw]: = 6ml2 [2w5(3(n —5)+1)+32(n—s) Zw] cos(ps — ;) +
(7.16)
+3Z (n—1i)+1)w;cos(pi —s)|, s=1,2,...,n,
1=s+1
z ¢ehoz po derivaci podle ¢asu ziskame:
d (O0E} 2 dwg
= = —s)+1
dt (&u) e [ g 2B =)+ 1)+
+3(2(n—s)+1) Z s cos(ps — j) +
j=1
—1-32 (n —1) +1)d (i —ws)| —
— dt (7.17)
1 ) s—1 .
—gml 32(n—s)+1) ij sin(gs — @) (ws — wj) +
j=1

+3 Z (n—1i)+ 1) w; sin(e; — ps)(w; — ws)] ,
i=s+1

coz plati pro s = 1,2,...,n. Tento vztah je timyslné rozdélén na dvé casti. V kanonickém

zapisu bude totiz v poradi prvni ¢ast figurovat na levé strané pohybovych rovnic (jsou zde

pritomné derivace uhlovych rychlosti) a druhé ¢ast na pravé strané pohybovych rovnic.
Daéle muzeme odvodit, Ze plati:

0FE, 1 = .
= Zmi® 3w, | —(2(n — ) +1) Y w; sin(ps — p;) +
0ps 6 =

(7.18)
+Z (n—1i)+1)w; sin(p; — gps))], s=1,2,...,n.

i=s+1

Vsiméme si, Ze je tento vztah velmi podobny v poradi druhé ¢asti predchazejiciho vztahu
(7.17). Slouceni téchto dvou vztaht bude patrno az v maticovém zapisu pohybovych rovnic
(7.20) jako maticovy soudin Qw?, kde w? je vektor druhjch mocnin tthlovych rychlosti.
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Nakonec uzitim vztahu pro potencialni energii E, (7.12) ziskdme:

OF
Tp = 3kp1 — ko,

©1
OF

P — _kpo_1+2kps — kg1, s=2,...,n—1, (7.19)

s
OF
P — —kpn—1+ kn.
Opn,

7.3.1 Maticovy tvar

Slozenim vztaht (7.17), (7.18) a (7.19) lze zavrsit odvozeni pohybovych rovnic modelu. Pro
prehlednéjsi zapis bude vhodnéjsi prevést soustavu rovnic do maticového tvaru. Pohybové
rovnice lze zapsat ve tvaru:

d
Maw = Qu? — Ko,

d
=

(7.20)

w,

kde w, ¢ jsou vektory stavovych proménnjch systému, pficemz w? je vektor druhjch mocnin
thlovych rychlosti. Maticovy soucin M%w reprezentuje prvni ¢ast vztahu (7.17), maticovy
soucin Qw? vznikl slozenim druhé ¢4sti vatahu (7.17) se vztahem (7.18) a posledni maticovy
sou¢in K¢ mé puvod ve vztahu (7.19).

Matice M je symetricka a predstavuje momenty setrvacnosti dilct. Plati pro ni:

- 32n—2)+1)  32n-—23)+1) 3 1
2(3(n—1)+1) cos(p2 — 1) cos(ps — 1) T cos(pn — 1)
3(2(n—3)+1) 3
2(3(n—2)+1) cos(ps — p2) T cos(pn — w2)
_ Lo
M = gml 2(83(n—3)+1) .- Cos(wf, ©3) - (7:21)
symetrie

L 2 -

Blizsi pohled na matici M odhali, Ze pfi malych posunutich (tj. malych hodnotéch poo-
toceni dilcii ¢) bude pfiblizné konstantni — coz odpovida linedrnimu feSeni (momenty setr-
vacnosti dilci nejsou zavislé na jejich pootoceni).
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Jina situace je u matice Q, ktera je antisymetricka s nulami na diagonéle, jejiz vyznam
roste s ristem posunuti. Lze ji vyjadrit vztahem:

r (2(n —2)+1) 2(n-3)+1)

0 Sin(SO2 — <p1) Sin(tpg — <p1) Sin(‘p" - ‘Pl)
—@2rn-2)+1) (2(n—3)+1) ,
sin(p2 — ¢1) 0 sin(p3 — @2) sin(pn — @2)
3
Q=:-ml®| -@n-3+1) —@2n-3)+1) . (7.22)
6 sin(p3 — 1) sin(p3 — @2) 0 - sin(en — @3)
_ sin(@n — Sol) — sin((pn — goz) — Sin((pn — @3) .. 0 i

Vsiméme si, Ze pii malych posunutich maji ¢leny této matice téméf nulové hodnoty.
7 toho ziejmé vyplyva, Ze se tato matice v linedrnim reSeni nevyskytuje.

Posledni matici v odvozeném konzervativnim modelu je pasova matice tuhosti K, pro
kterou plati:

K=k ‘ . (7.23)

7.4 Vldastnosti specialniho modelu

Uvedme vyhody a nevyhody tohoto modelu vzhledem k modelu dle obecné metody tuhych
dilct (kapitola 6.2):
_.l_

rychlost vypoctu (eliminovany vyssi frekvence),

nizky pocet stavovych proménnych,

jednoduché vyjadieni potencialni energie systému — jednoducha matice tuhosti,

plnd matice hmotnosti — nutno fesit soustavu algebraickych rovnic,

nelze snadno zobecnit pro plosné a prostorové konstrukce,
relativné slozité odvozeni.
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7.5 Aplikovany model konzoly

Vime, ze konzervativni model pro simulace kmiténi realné konstrukce nepostacuje, jelikoz
v ném nejsou vystizeny dusledky réznych druhid disipace energie. Také je tfeba zahrnout do
modelu zatizeni, bez kterého bychom nemohli sledovat zajimavé nelinearni jevy pfi vyvoji
stavu konstrukce. Déle imperfekce prutu, bez kterych by tloha nevykazovala reilné vzdy
pfitomnou nesymetrii. A navic pfitomnost soustfedéné hmoty na volném konci konzoly, jejiz
role bude vysvétlena v néasledujici kapitole 8. Vénujme se tedy doplnéni odvozeného modelu
o vyjmenované chybéjici slozky.

7.5.1 Tlumeni

Vystizna aproximace tlumeni vyzaduje experimentalni vyzkum pii konkrétnich podminkéach,
nicméné zkuSenosti ukazuji moznosti ur¢itého zobecnéni, které casto vyhovuje. Upravme
pohybové rovnice (7.20) do tvaru:

d
MW; = Quw? — Ky — Cuw,

d
a?

(7.24)

:U_}7

kde C je tzv. matice dtlumu. Je-li tato matice konstantni, pak se jedna zfejmé o jednu
z nejjednodussich aproximaci tlumeni — Gtlum linedrné zavisly na rychlosti posunuti, viz
kapitola 2.2.3.

S pomoci experimentil, o kterych bude fe¢ v nasledujici kapitole 8, bylo zjisténo, ze
chovani realné konstrukce dobie vystihuje matice atlumu ve tvaru:

1+ca]w1\

1+ cqlwa| 0
C=cm . , (7.25)

1+ cqlwn|

kde c je globalni koeficient itlumu a ¢, je bezrozmérny kvadraticky koeficient uplatnujici se
zejména prii velmi velkych posunutich (souvisi ziejmé s odporem vzduchu, ktery je zavisly
na druhé mocniné rychlosti).

7.5.2 Soustredénia hmota na volném konci

7 dtvodu zlepseni vlastnosti konstrukce, které jsou detailné popsany v nasledujici kapitole 8,
byla na volny konec konzolového nosniku priddna soustiedénd hmota. Jeji pfitomnost lze
v pohybovych rovnicich zohlednit jako koncentrovanou hmotu nésledujicm zptisobem:

d
(M + Ma)%w =(Q+ Qa)w2 — Ko,
(7.26)
d
@90 = w,
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kde matice M, a Qa zohlednuji vliv pfidané hmoty o setrvaéné hmotnosti m,. Pro matici
momentl setrvacnosti pfidané hmoty M, plati:

r 1 cos(p2 — 1) cos(pz —p1) o+ cos(pn —p1) ]
1 cos(p3 —p2) -+ cos(pn — p2)
M, = mq . L o cos(en —ws) | (7.27)
symetrie
L 1 i
a pro matici Q, plati:
r 0 sin(p2 —¢1)  sin(ps —p1) - sin(pn — 1) ]
—sin(p2 — ¢1) 0 sin(ps —2) -+ sin(en — p2)
Qa = mg 1.2 —sin(pz — 1)  —sin(ps —p2) 0 o sin(pn —@3) | (7.28)
L —sin(pn — 1) —sin(pn —p2) —sin(en —¢3) - 0 -

7.5.3 Imperfekce alohy

P1i odvozeni pohybovych rovnic modelu prutu jsme nesymetrie tlohy neuvazovali — mo-
del je tedy dokonale symetricky, coz neodpovida realité. Zavedeni nesymetrie do modelu je
mozno provést mnoha zpusoby. Piedpokladejme, Ze je redlnd nesymetrie systému ,mala“.
Lze ukazat ze ,malou” nesymetrii vystizné nahrazuji libovolné vhodné reprezentace, které
nemuseji nutné odpovidat dominantni imperfekci. Pocatecéni zakiiveni prutu tak lze nahradit
napiiklad excentricitou vzpérného zatizeni.

Zde budeme imperfekci reprezentovat ,,malou” silou, ptisobici pri¢né na volny konec prutu
na stranu imperfekce. Tuto reprezentaci pojmeme obecnéji zahrnutim ptisobeni obecné sily
F, umisténé na volny konec prutu. Pohybové rovnice (7.20) upravime do tvaru:

d
M—w = Quw? - Ky +F,

dt
(7.29)
d
Zo=w
dt(p Y
kde vektor F reprezentuje ohybové momenty sily F'. Plati:
Cos 1 sin 1
COS sin g
F=F,l . - Fyl . , (7.30)
COS Py, sin ¢n,

kde F), je slozka sily F' ve sméru osy z (osa nepfetvoieného prutu) a Fy je slozka sily F ve
sméru osy y (osa kolmé na osu nepfetvoreného prutu v roviné ohybu).
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7.5.4 Gravitace a dynamické zatézovani

Gravitaci i dynamické zatézovani posunutim bodu vetknuti prutu (bude vysvétleno v na-
sledujici kapitole 8) muZeme nahradit soustavou tihovych resp. setrvaénych sil, ptisobicich

Pro velikost tihové sily F; na segmentu o hmotnosti m plati F; = m g, kde g je intenzita
gravitac¢niho pole (gravita¢niho zrychleni). A obdobné pro velikost setrva¢né sily Fy, ptisobici
na segmentu o setrvacné hmotnosti m plati F, = ma, kde a je zrychleni, jemuz je prut
podroben!.

Pro obecné zrychleni a, kterému je vystavena konstrukce s pfidanou hmotou, mizeme
pohybové rovnice (7.26) upravit:

(M + Ma)%w = (Q + Qa)w2 - Ky +A,

(7.31)
d

%w:wv

kde pro vektor momentid setrvacnych sil A plati:

i (wm + ma) Cos (1 [ (wm + ma) sin 1

A=al| (B2 mma)cosps | g 1| (B2 mtm,)sings || (7.32)

I (%m + ma) oS @, | I (%m + ma) sin @y, |

kde a; je slozka zrychleni a ve sméru osy z (osa nepfetvoreného prutu) a a, je slozka zrychleni
a ve sméru osy y (osa kolmé na osu nepfetvoreného prutu).

7.5.5 Aplikovany model

Seskupenim vsech dil¢ich pfidanych ¢lenti, viz vztahy (7.24), (7.29) a (7.31), dostavame
aplikovany model konzoly v kompaktnim tvaru:

d
(M + Ma)—w = (Q+ Qa)w” ~ Ko — Cw + F + A,

(7.33)

4w
awr =

ITato tvaha vychazi z platnosti principu ekvivalence Géinku gravitace a zrychleni.
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Kapitola 8

Experiment

V této kapitole si ukazeme konstrukci vybranou pro experimentalni vyzkum, popiseme postup
identifikace modelu a srovname vysledky experimentu s vysledky numerickych simulaci.

Modelovani mechanickych konstrukci pomoci metod popsanych v kapitole 6 vystihuje
realitu do jisté miry fenomenologickym pristupem. Model je tfeba chapat jako zastupce
a TeSeni ulohy jako simulaci. Zpravidla neni tfeba, aby troven slozitosti modelu dosahovala
trovné slozitosti skute¢nostil. V tomto smyslu je zapotiebi ovéfit, zda model vérné popisuje
podstatné rysy tlohy?.

8.1 Konstrukce

Vzhledem k ocekavané slozitosti tlohy je potfeba, aby konstrukce byla co nejjednodussi
a zarovenl méla tyto, zdanlivé protichtidné, vlastnosti:

e material konstrukce se musi v celém sledovaném oboru chovat pruzné (je tieba dosa-
hovat co nejnizsich pfetvoreni materialu),

e odezva konstrukce by méla byt vyrazné nelinearni,
e v materidlu nesmi dochazet k patrnym nevratnym zménam (reologické jevy).

Uloha dynamického vzpéru velmi $tihlého ocelového konzolového nosniku se ukazala byt
z tohoto hlediska nejlépe vyhovujici. Svisle orientovany prut konstantniho prifezu, pevné
vetknuty svym dolnim koncem (viz obr. 8.1), je podroben vertikadlnimu zrychleni.

Vybrana ocel je material, ktery se chova pruzné v dostateéné velkém rozsahu. Pritom,
uzije-li se $tihly nosnik z této oceli, mize dochéazet k velkym posunutim pii malych pietvo-
fenich3, coZ zajisti setrvani materidlu v linedrné pruzné oblasti ptisobent.

Zdrojem nelinearity odezvy konstrukce jsou pravé velkd posunuti a obzvlast pokritické
pusobeni pfi vzpéru prutu (existuji dva statické stavy). Z hlediska stability pfimého tvaru
prutu je rozhodujici pro dosazeni kritického stavu vertikélni zrychleni (tj. ve statickém stavu
nejjednoduseji gravitace).

1V duchu teorie nelinearnich dynamickych systémii je spravné hledat co nejjednodussi model dané realné
ulohy, ktery zachovava to podstatné pro jeji vystizné feseni, viz [54].

2Naptiklad existence odpovidajicich kritickjch bodt (kvalitativni shoda).

3 Posunutim mame na mysli zménu polohy bodt konstrukee (posun, pootoceni). Pretvorent zde zastupuje
relativni zménu vzdélenosti dvou blizkych bodd materialu.
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EXPERIMENT

Obrazek 8.1: Znazornéni vybrané tlohy pro experimentalni vyzkum: Svisly vzpirany vetknuty prut
v pokritickém stavu

Za danych podminek jsou rozhodujici parametry prutu:

e celkova délka [,
e celkova hmotnost me,

e ohybova tuhost E1T.

Kritické zrychleni? a., je dle téchto parametrt dano pfiblizné vztahem (viz [53], [56]):

EI

mele

aer = 7.837

. (8.1)

Pro vlastni frekvenci volného kmiténi prutu v horizontalni roviné (tj. bez vlivu gravitace)
pii malych posunutich pfiblizné plati vztah (dle [7]):

1.8752 | EI

Jhor = “or \moi® (8.2)

Z hlediska chovani pfimého prutu ve vzpéru je také podstatné znat odchylky prutu od sy-
metrie ilohy — imperfekce. Velikost imperfekei rozhoduje o dominanci jedné strany vyboceni
prutu a vyznamné ovliviiuje dynamické chovani prutu v okoli kritického stavu. Imperfekcim
se budeme zv1ast vénovat v kapitole 8.3.2

4Kritickym zrychlenim se rozumi takové zrychleni, které zptisobi ztratu stability pfimého tvaru prutu.
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8.2 Dynamické zatézovani

Pro dynamické zatézovani konstrukce bylo zvoleno vertikdlni harmonické posunuti bodu
vetknuti prutu. Dle principu ekvivalence lze zrychleni vyvolané posunutim chapat jako zménu
intenzity gravita¢niho pole, ¢ehoz je vyuzito v numerickém modelu tlohy, viz kapitola 7.5.4.

7 hlediska realizace experimentu je ovSem vytvoreni harmonického pohybu v pfimce ob-
tizné. Jednim z moznych Teseni, které také bylo uzito, je umisténi prutu na pohyblivém
konci pistu hydraulického zafizeni, viz obr. 8.2. Pist, zvedany hydraulickym zafizenim fize-
nym poéitacem, kona harmonicky pohyb® s danou tthlovou frekvenci € a s danou amplitudou
posunuti Agy. Témito dvéma nastavitelnymi parametry je urcovana amplituda zrychleni
pistu Agecer dle vztahu®:

Agecel = Adispl QQ- (83)

Z tohoto vztahu vyplyva, ze pro dosazeni dostateéné velkého zrychleni (vzhledem ke
gravitaci) je potfeba bud vysoké frekvence pistu nebo velké amplitudy posunuti pistu. Oba
smeéry zvysSovani amplitudy zrychleni ovSsem naraZeji na realnad omezeni.

prut

1: pist

hydraulicky valec

Obrazek 8.2: Experimentalni sestava pro dynamické zatézovani

8.3 Konfigurace
Numerické simulace experimentu ukézaly, Ze na nelinearni jevy bohata oblast v konfigurac-
nim prostoru (prostor parametri systému) je pomérné uzka. Klicové faktory jsou zejména

nasledujici:

e prut musi byt co nejstihlejsi (tj. mit schopnost dosahovat velkych pruznych posunuti),

5Poznamenejme, 7e reilné zafizeni dosahuji harmonického pohybu vzdy v uréitém pfiblizeni. V p¥ipadé
hydraulického zafizeni se pfesnost harmonického pohybu snizuje se vzrustajici frekvenci.
6Vztah je odvozen z pohybové rovnice pistu za predpokladu jeho harmonického pohybu.
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e staticky musi byt prut v kritické oblasti (tj. v prekritickém stavu v blizkosti kritického
zatizeni nebo v pokritickém stavu tésné po dosazeni kritického zatizeni),

e prvni vlastni frekvence volného kmitani prutu musi byt co nejvyssi (vzhledem k realizaci
dostatecné amplitudy zrychleni),

e frekvence zrychleni musi byt blizka prvni vlastni frekvenci prutu pfi volném kmitani,

e vhodnym parametrem pro sledovani kvalitativnich zmén stavu systému (¥idici parametr
v bifurka¢nim diagramu) je amplituda zrychleni a musi byt proto ménitelna dostateéné
jemné v dostateéném rozsahu.

Pri blizsim pohledu na vypsané klicové pozadavky zjistime, Ze tvofi trojici protichtidnych
pot¥eb, viz obr. 8.3. Na jedné strané (na obrazku nahote) stoji zatézovaci zafizeni, které je
omezujici zejména maximalni amplitudou posunuti. Na druhé strané (na obrazku dole) je
prut v némz se svari dva protichiidné pozadavky. Zvysovani stihlosti, z divodu co nejnizsich
pretvoreni materidlu a z divodu co nejnizsiho kritického zrychleni, proti snizovani stihlosti
pro zvyseni vlastni frekvence pii volném kmitani prutu, z divodu ziskani co nejvyssi mozné
amplitudy zrychleni, dle vztahu (8.3).

vlastnosti zatéZovaci soupravy

kritické zrychleni / tihlost prutu <<= frekvence volného kmitani prutu

Obrazek 8.3: Trojice proti sobé jdoucich pozadavki

Reseni tohoto problému protichiidnych pozadavkil je pomérné obtizné. Byly vzaty do
uvahy soucasné dva smeéry:

e miniaturizace prutu (vyssi vlastni frekvence p¥i vétsi stihlosti),
e piidani soustiedéné hmoty na konec prutu (nizsi kritické zrychleni pfi mensi stihlosti).

Vysledkem téchto tvah, provedenych simulaci a hledani (véetné méfeni vlastnosti) vhod-
ného ocelového prutu je nasledujici konfigurace ,statickych“ parametri prutu (méfeni ohy-
bové tuhosti ET vybraného prutu lze nalézt v nésledujici kapitole 8.3.1):

e délka prutu I, = 30 centimetrt,

e hmotnost prutu m., = 9.03 grami,
e ohybova tuhost prutu EI = 0.0053 Pa.m?,
e pridana hmota na konec prutu m, = 13.54 g.
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Témto parametrim odpovidaji nasledujici vlastnosti prutu bez pfidané hmoty:

e kritické zrychleni prutu a.. = 51 m/s? (ziskdno numerickou simulaci 51 m/s?, vypoéteno
dle vztahu (8.1) 51.1 m/s?),

e vlastni frekvence pfi volném kmitani v horizontalni roviné (tj. bez vlivu gravita¢niho
zrychleni) pfi malych posunutich fp,. = 2.60 Hz (zméfena experimentem 2.598 Hz,
zméfena numerickou simulaci 2.606 Hz, vypoétena dle vztahu (8.2) 2.609 Hz),

e vlastni frekvence pfi kmitani ve vertikalni roviné (tj. s vlivem gravita¢niho zrychleni)
pfi malych posunutich f,., = 2.34 Hz (zméfena experimentem 2.347 Hz, zméfena
numerickou simulaci 2.344 Hz).

vvvvvv

dand hmota snizuje frekvenci volného kmitani a snizuje kritické zrychleni prutu). Pro kri-
tické zrychleni prutu s pfidanou hmotou pfiblizné plati (1ze snadno odvodit; srov. se vztahem

(8.1)):
w* EI
4 (0.315m¢ + mg) 12

(8.4)

Qer.a =

Pro vlastni frekvenci volného kmitani prutu v horizontélni roviné (tj. bez vlivu gravitace)
s pfidanou hmotou pfi malych posunutich plati pfiblizné vztah (dle [7] str. 240; srov. se
vztahem (8.2)):

1 3FEI
or,a — o _ . 8.5
Jhor. 27r\/(0.243 Me +mg) 1 (8.5)

Vlastnosti prutu s pfidanou hmotou byly zjiStény, v souladu s vySe uvedenymi parametry,
nasledujici:

o kritické zrychleni prutu ac., = 8.9 m/ s? (experimentalné ovéfeno nepiimo — prut je
v pokritickém stavu, ziskdno numerickou simulaci 8.9 m/s?, vypoéteno dle vztahu (8.4)
8.87 m/s?),

e vlastni frekvence pfi volném kmitani v horizontalni roviné pii malych posunutich fj,. o
= 0.975 Hz (ziskdno numerickou simulaci 0.975 Hz, vypoc¢teno dle vztahu (8.5) 0.974
Hz),

e vlastni frekvence pti volném kmitani ve vertikalni roviné pfi velkych posunutich blizko
stacionarniho stavu (prut je pfi kmitani ve vertikalni roviné v pokritickém stavu) fyerq
= 0.43 Hz (ziskdno numerickou simulaci).

Redlnym experimentalnim zatéZzovacim zarizenim byla tézka hydraulicka zatéZovaci soup-
rava (zkonstruovand pro dynamické zatézovani velkych stavebnich objekti), kterou vlastni
partnerskd univerzita Bauhaus-Universitit Weimar v Némecku, viz pfiloha C. Konfigurace
parametrt této soupravy je nasledujici:

e zvolend frekvence pistu (dle parametri prutu) fioqq = 0.5 Hz (tj. thlova frekvence €544
= 3.1416 rad.s 1),

e maximalni amplituda posunuti pistu Ag;sp = 10 cm (tj. maximalni amplituda zrychleni
Agecer = 0.987 m.s? pii zvolené frekvenci pistu fipad-
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8.3.1 Meéreni ohybové tuhosti prutu EI

Stanoveni ohybové tuhosti vybraného stihlého prutu je pomérné narocné. Pro planovany
experiment bylo provedeno vice riiznych méfeni, ktera jsou zde podrobnéji popsana.

Meéfeni pruhybu postupnym zatéZovanim

Klasické méfeni ohybové tuhosti FI vybraného prutu postupnym zatézovanim (bez special-
niho zafizeni) je zna¢né komplikovano jeho rozméry a jeho vysokou stihlosti. Velka stihlost
prutu negativné ovliviiuje méfeni prihybu od daného zatizeni, jelikoz je prut od samotné
vlastni tihy vyznamné prohnut. Pti velkych pruhybech pak jiz neni mozno uvazovat linearitu
vztahu zatizeni — prithyb, coz znesnadiiuje vyhodnoceni méteni.

Orientovani roviny ohybu prutu do horizontalni polohy sice vyfesi problém s vlivem

vvvvvv

nizkych hodnot (fadové 10~ N).

Obrazek 8.4: Znazornéni zatézovani stihlého prutu pro stanoveni ohybové tuhosti

Pro prvni méfeni ohybové tuhosti vybraného prutu byla vybrana vertikalné orientovana
rovina ohybu. Problém s velkymi posuvy byl vyfesen snizenim jeho délky, ¢imz na dilezitosti
ziskala presnost méreni prihybu. Na obr. 8.5 je vidét graf sila — prihyb pro prut délky 7 cm
zatézovany dle obr. 8.4 prikladanymi podlozkami o hmotnosti 3.67 g.

Vyhodou tohoto zptisobu méteni ohybové tuhosti je zejména jednoduchost a nendrocnost
na provedeni.

7 méfeni, jehoz vysledny graf véetné aproximace je zobrazen na obr. 8.5, vysla ohybova
tuhost £ = 0.0054 & 0.0002 Pa.m?.

Meéfeni prvni vlastni frekvence pfi volném kmitani

Ohybovou tuhost $tihlého prutu je mozné stanovit z frekvence volného kmitani. Presnéji je
mozno ur¢it prvni vlastni frekvenci pfi volném kmitani v oblasti malych posunuti — prvni
vlastni frekvenci linedrniho kmitani. Pfi znalosti hmotnosti prutu a této frekvence pak lze
spoc¢itat ohybovou tuhost ET dle vztahu (8.2). Musi pfitom platit, ze je kmitédni prutu méalo
tlumeno, coz je u ocelovych prutia obvykle splnéno.

Pro méreni vlastni frekvence byl v horizontalni roviné volné kmitajici prut sniméan vi-
deokamerou. Zaznam videokamery potom slouZil pro stanoveni po¢tu kmiti za danou dobu
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Obrazek 8.5: Graf méfeni ohybové tuhosti postupnym zatézovanim

meérteni. JelikoZ byla hmotnost prutu znama velmi presné, dalo toto méreni spolehlivéjsi hod-
notu E1 = 0.0053 & 0.0001 Pa.m?. To je hodnota, ktera jiz byla uvedena v piedchozi kapitole,
véetné srovnani namérenych vlastnich frekvenci. Tato hodnota byla potvrzena doplikovym
méfenim prihybt zpisobenych gravitaci, popsanym déle.

Meéieni pruhybu zpisobeného vlastni tihou

Vlastni tiha a jeji vliv, ktery byl u postupného zatézovani na prekazku, je zde naopak vy-
hodou. Aby to bylo mozno fici, je tfeba i zde dostatecné presné znat hmotnost prutu. Je-li
tato podminka splnéna, pak lze timto méfenim dosdhnout velmi presnych vysledki.

P1i pripravé experimentu byli pouzity dvé konfigurace méfeni, zejména pro kontrolu jiz
stanovené ohybové tuhosti:

e méfeni pruhybu horizontalné orientovaného prutu (obycejny ohyb),
e méfeni pokritickych tvaru vertikdlné orientovaného prutu (problém vzpéru).

Nevyhodou tohoto postupu je jednak nutnost presné znalosti hmotnosti prutu a také
obtiznéjsi vyhodnoceni. Pro kvalitni vyhodnoceni je totiz, vzhledem k velkym posunutim,
zapotiebi dobry numericky model, vystihujici geometrickou nelinearitu problému.

8.3.2 Imperfekce prutu

Poslednim z uvazovanych ,statickych“ parametri modelu pro vystiZzeni chovani realného
prutu je reprezentace jeho nedokonalosti z hlediska symetrie tlohy — imperfekce. Tento pa-
rametr je popisovan az nyni, protoze nijak vyznamné neovliviioval piedchizejici Gvahy”.

"P¥esto nelze Fici, ze by role imperfekce v tlloze byla néjak ménécena. Dilezitost narueni symetrie tilohy
je Casto opomijena a byva zdrojem necekanych prekvapeni ve zménach chovani numerickych modelu.
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Jiz pfi popisu zahrnuti imperfekci do numerického modelu v kapitole 7.5.3 bylo zmi-
néno, jakym zpusobem je nahliZzeno na nedokonalosti symetrie tlohy. Malé imperfekce 1ze
bez provedeni zatézovaciho experimentu urcit jen obtizné. Prvnim dtivodem je jejich velikost
a druhym dtvodem jejich mnozstvi. Vyhodou poruchy (malé nedokonalosti) symetrie tlohy
z hlediska experimentu pro tuto praci je, Ze nezalezi nijak vyznamné na dominantnim zdroji
nesymetrie, ale jen na jeji velikosti vzhledem k chovani systému. Tato iivaha vede na jedno-
duchou reprezentaci vSech realnych imperfrekci pomoci zvolené jediné fiktivni imperfekce.

Stanoveni velikosti takové fiktivni imperfekce je pak vazano na provedeni experimentu,
napi. pokritického vzpéru prutu, viz obr. 8.6. Experimentem se odhali velikost imperfekci
a pozaduje se, aby fiktivni imperfekce numerického modelu davala vysledky odpovidajici
vysledklim experimentu.

A

Obrazek 8.6: Znazornéni stanoveni fiktivni imperfekce z nesymetrie pokritickych tvari

Na obr. 8.6 je vidét pouzitd metoda zjisténi ,velikosti“ imperfekce prutu. Pro urcitou
hodnotu pokritického zatizeni (pfidand hmota na volném konci prutu) se srovnaly pokritické
tvary na levé a pravé strané. Poznamenejme, Ze pii pokritickém ptisobeni v tésné blizkosti
kritického stavu je stabilita prutu snizena®. I mala imperfekce se tak pii raném pokritickém
pusobeni velmi vyrazné projevi.

V kapitole 7.5.3 byl popsan zpusob reprezentace imperfekce pomoci malé pricné sily,
ptisobici na volném konci prutu. Velikost této sily byla odhadnuta dle srovnani pokritickych
tvart prutu hodnotou (v ndvaznosti na orientaci prutu a uzity soufadny systém):

e sila reprezentujici imperfekci Fy j,,, = -0.001 N.

8.3.3 Meéreni vlastnosti itlumu

Tlumeni, doprovazejici kmitani konstrukce, je teoreticky nejslozitéjsi soucasti studovaného
systému. Tento problém byl podrobnéji rozebran v kapitole 2.2.3.

8Snizeni stability systému je zde chdpano jako zména tvaru plochy potencidlni energie — zejména snizeni
jeji kiivosti v okoli daného stabilniho statického stavu. To lze interpretovat napriklad pomoci zvyseni doby
nutné k restituci (znovuustaveni) statického stavu, po vychyleni systému z tohoto stavu.
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Zjisténi vlastnosti atlumu a jeho reprezentace v numerickém modelu se zaklad4 na po-
dobném principu, jak tomu bylo u imperfekce. Je tieba pouze vystihnout disledky tlumicich
jevl na chovani systému. Pro tento tcel byl proveden oddéleny dynamicky experiment, jenz
byl zaméfen na méfeni amplitud pficné vychylky prutu pfi volném kmitani. Volné kmitani
bylo zapocato udélenou poc¢ateéni deformaci prutu (orientovaného ve vertikélni pozici) tako-
vou, aby priblizné odpovidala stavu prutu pfi kmitani v oblasti velkych posunuti, viz obr. 8.7.
Kmitani bylo snimano béznou videokamerou (SONY DCR) se vzorkovaci frekvenci 25 Hz,

viz pfiloha C a D.
;]\ x

3

Obrazek 8.7: Pocatecni stav volného kmitani a pouzity soufadny systém pro méfeni polohy volného
konce prutu

Méfeni probéhlo pro prut bez ptidané hmoty (prekriticky stav) a s pfidanou hmotou
me = 8 g (rovnéz prekriticky stav). Srovnani vysledki téchto méfeni pak slouzilo k ovéfeni
role pfidané hmoty v procesu tlumeni prutu.

Na obr. 8.8 a 8.9 jsou grafy naméfenych amplitud soufadnic volného konce nosniku (viz
obr. 8.7) pfi volném kmiténi v oblastech velkych posunuti bez pfidané hmoty a na obr. 8.10
a 8.11 totéz s pridanou hmotou m, = 8 g.

S podporou numerickych vypoctt bylo zjisténo, Ze linearni ttlum je nevyhovujici. Obalka
amplitud pfi volném kmiténi se totiz vyrazné odchyluje od exponencidly. Tento problém
vyresilo rozsifeni funkce ttlumu na polynom druhého stupné, pridanim kvadratického ¢lenu:
tlumici moment T'(w) = cw(14-¢, |wl|), viz vatah (7.25) v kapitole 7.5.1. Koeficienty polynomu
byly stanoveny:

e koeficient titlumu ¢ = 0.002 N.m.s.kg™!,

e kvadraticky koeficient ¢, = 1.00 (bezrozmérny).
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[m]
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Obrazek 8.8: Namétfené amplitudy pricné vychylky y volného konce prutu pii volném kmitani bez
pfidané hmoty
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Obrazek 8.9: Naméfené nenulové amplitudy podélné vychylky x volného konce prutu pfi volném
kmitani bez pridané hmoty
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0.25 -

[m]
0.15 % o

0.1 Y o o
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Obrazek 8.10: Namétené amplitudy pfi¢né vychylky y volného konce prutu pii volném kmitani s pii-
danou hmotou
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Obrazek 8.11: Naméfené nenulové amplitudy podélné vychylky x volného konce prutu pii volném

kmitani s pfidanou hmotou
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Srovnani priabéhu numericky vypoctené priéné vychylky y volného konce prutu se stano-
venymi parametry atlumu s odpovidajicimi naméfenymi amplitudami je provedeno na obr.
8.12.

Pii kmiténi $tihlého nosniku zfejmé hraje diilezitou roli velky odpor vzduchu (kvadraticky
¢len). Tato hypotéza ovSem nebyla ovéfovana.

Srovnanim méfeni volného kmiténi s pfidanou hmotou a bez ni bylo zjiSténo, Ze jeji
pritomost, pro dané priblizeni, neovliviiuje vlastnosti Gtlumu. Na obr. 8.13 je vidét dobra
vystiznost modelu pro volné kmiténi s pfidanou hmotou.

0.25 4

0.2 [e3 experiment
simulace

[m]

0.15
01 T

0.05 R & & #

-0.05 o py ¢ O

0.1 -

-0.15 o

-0.2 o

° t s
-0.25 T T T T 1
0 2 4 6 8 10

vy

Obrazek 8.12: Srovnani vypoctenych a naméfenych amplitud pficné vychylky y volného konce prutu
pfi volném kmitani bez pridané hmoty
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Obrazek 8.13: Srovnani vypoctenych a namérenych amplitud pfi¢né vychylky y volného konce prutu
pfi volném kmitani s pfidanou hmotou
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8.4 Dynamicky experiment

V predchézejici kapitole 8.3 byly podrobné popsany podminky zatézovani vybrané konstrukce
dynamickym zatiZenim. Pfipomernime, Ze svisle orientovany vetknuty $tihly prut s pridanou
hmotou je zatéZovan vertikdlnim harmonickym zrychlenim s pevné danou frekvenci fioaq =
0.5 Hz a jedinym nastavitelnym parametrem — amplitudou posunuti Ag;s, bodu ulozeni
prutu v rozsahu 0 az 100 mm.

Zatézovaci souprava bohuzel nebyla konstruovana tak, aby bylo mozno ménit parametry
zatézovani béhem experimentu. Pro zménu aplitudy posunuti pistu tedy bylo nutno zastavit
a znovu spustit zatézovani.

Konstrukee a jeji okoli bylo zvlast upraveno pro snimani videokamerami. Na obou koncich
prutu byly umistény reflexni snimaci terc¢iky, viz pfiloha C. Dalsi ¢tyfi terciky — referenc¢ni
body — byly situovany do nepohyblivého okoli. Pro méfeni slouzily dvé videokamery, priamys-
lova Cernobilé se snimaci frekvenci 10 Hz s rozliSenim 1291 x 1029 pixeldl a komeréni barevna
SONY DCR se snimaci frekvenci 25 Hz s rozliSenim 720x576 pixeld. Zaznam z pramys-
lové kamery byl vyhodnocovan specidlnim geodetickym softwarem. Pro analyzu zéznamu
z komerc¢ni kamery byl uzit autorem vyvinuty program.

8.4.1 Numerické simulace

Na obr. 8.14 je zobrazen bifurkacni diagram ziskany numerickou simulaci experimentu. Pro
kazdou zménu Fidiciho parametru (amplituda posunuti Ag;sp) startoval systém ze stabilniho
statického stavu na strané imperfekce (zaporné hodnoty y) a ustaloval se 300 sekund.

0.25 -
Y m]

02

0.15

0.1

0.05

-0.05
-0.1
-0.15

-0.2

_025 T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
A gispl Imm]

Obrazek 8.14: Bifurka¢ni diagram ziskany numerickym vypoc¢tem — ,pokazdé novy start“

Z bifurkac¢niho diagramu na obr. 8.14 je patrno, ze se sledovany systém chova slozité.

86



DYNAMICKY EXPERIMENT

Tento zavér lze ucinit z pfitomnosti raného chaotického chovani (mnoho zdéanlivé neuspora-
danych bodi), nepfitomnosti kaskaddy bifurkaci a soucasné existence vice limitnich mnozin.
Pri¢inou je zfejmé pokriticky stav prutu, ktery uz od pocéatku vnesl do systému velmi silnou
nelinearitu.

V bifurkac¢nim diagramu lze nalézt né€které limitni mnoziny jako usporddané skupiny
bodu. Vyznacné jsou zejména tii:

e jednoduchy limitni cyklus (Agispr = 0 az 18 mm), viz obr. 8.15a, jenz reprezentuje kmi-
tani v okoli stabilniho statického stavu na strané imperfekce, z néhoz systém startuje,

e jednoduchy limitni cyklus se zdvojenou periodou (napf. Agisp = 55 mm), viz obr.
8.15b, jenz reprezentuje kmiténi prutu na obé strany s velmi velkou amplitudou (jedna
se v podstaté o rezonanci kmitajiciho prutu v pokritickém stavu),

e limitni cyklus s trojnasobnou periodou (napf. Agisp; = 70 mm), viz obr. 8.15¢, vznikly
zfejmé diky imperfekei prutu (pro symetrickou tilohu nebyl nalezen).

Jednoduchy Zdvojeny Ztrojeny
025 4 0.25 - 0.25 -
Y [m Y [m Y [m

02 02 02
015 4 0.15 - 0.15 -
01 - 01 - 01 -
005 4 0.05 4 0.05 4
04 04 04
-0.05 4 -0.05 4 -0.05 4
-01 - 01 - 01 -
-0.15 4 O -0.15 4 -0.15 4
02 02 4 02

-0.25 \ \ \ \ -0.25 \ \ \ \ -0.25 \ \ \ \

05 025 0 025 =+ 05 05 -0.25 0 025« 05 05 -0.25 0 025« 05

Y [m/s] Y [m/s] Y [mss]
(a) Agispt = 15 mm (b) Agispr = 55 mm (¢) Adispt = 70 mm

Obrazek 8.15: Projekce tfi vyznac¢nych limitnich cykla

Zobrazené projekce limitnich cykli lze vizualnim sledovanim pohybu konstrukce velmi
dobfe rozpoznat, viz piiloha D (video na pfilozeném CD disku). Tohoto zptisobu identifikace
bylo uzito pro vytvoreni bifurkac¢niho diagramu z redlného experimentu, viz kapitola 8.4.2.

Na nésledujicich obr. 8.16, 8.17 a 8.18 vidime odpovidajici bifurka¢ni diagramy (stejny
Fidici parametr, stejnd stavovd proménnd v Poincarého mapé, stejné rozsahy os) vypoctené
pri zmeéné ridiciho parametru ,za chodu® systému.

Obr. 8.16 reprezentuje diagram pro vzrustajici Fidici parametr. Obrazky 8.17, 8.18 odpo-
vidaji klesajicimu ridicimu parametru. Rozdilem mezi nimi jsou pocate¢ni podminky, které
byly nastaveny tak, aby doslo k zachyceni obou limitnich cykli (tj. zdvojeného a ztrojeného).
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Na téchto bifurkacnich diagramech jsou lépe patrné vyvoje limitnich mnozin. Mizeme
vidét, ze jednouchy jednobodovy limitni cyklus existuje az do bodu svého zdvojeni piiblizné
Agispt = 41 mm, viz obr. 8.16, coz z bifurka¢niho diagramu ,,pokazdé novy start“, obr. 8.14,
nebylo patrné.

Na bifurkaé¢nich diagramech se sestupnou hodnotou fidiciho parametru (obr. 8.17 a 8.18)
je patrny vznik/zanik dvoubodového limitniho cyklu v bifurka¢nim bodé pfiblizné Agisp =
3 mm. Déle mizeme u tohoto limitniho cyklu rozpoznat superkritickou vidlickovou bifurkaci
s narusenou symetrii v bodé pfiblizné Ag;s, = 60 mm.

U tfibodového limitniho cyklu je dobife patrna kaskada jeho zdvojeni pfiblizné Ag;sp =
55 az 62 mm, viz obr. 8.18.
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Obrazek 8.16: Bifurka¢ni diagram z numerického vypoctu — plynulé zvysovani fidiciho parametru
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Obréazek 8.17: Bifurka¢ni diagram z numerického vypoc¢tu — plynulé snizovani fidictho parametru
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Obrazek 8.18: Bifurkac¢ni diagram z numerického vypocétu — plynulé snizovani fidicitho parametru
s jinymi pocateénimi podminkami
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8.4.2 Vysledky experimentu

Zvolen3 tloha je z technického hlediska velmi jednoduché. Diky tomu byly dynamické experi-
menty s redlnou konstrukci mnohokrat opakovany. Ziskaly se tak bohaté zkusenosti s odezvou
konstrukce na zvolené pocateéni podminky a zvolené parametry zatéZovani. Z experimenti
byla patrna nestabilni pfechodové oblast pohybu konstrukce — pro ,stejné“ podminky do-
chazelo k ustalovani pohybu konstrukce za rtizné dlouhou dobu a riznym zptisobem. Vse
nasvédcovalo tomu, ze se systém chova slozité.

Vyhodou tohoto experimentu byla snadna vizualni identifikace stavu pohybu konstrukce.
Jak je patrno z piilohy D (video na pfilozeném CD disku), vybrané dominantni limitni cykly
Ize jednoduse rozpoznat. Tento fakt a naro¢nost ziskani dat? z méfeni videokamerami zpt-
sobil, Ze se organizovani experimentu podfizovalo informacim ziskanym vizualnim pozorova-
nim.

Identifikace limitni mnoziny sledovanim ,,pouhym okem® umoznila sestaveni schematic-
kého ,bifurka¢niho diagramu* na obr. 8.19, které se podrizovalo nutnosti spoustét pro kazdou
hodnotu fidiciho parametru novy zatézovaci cyklus (srovnej s odpovidajicim bifurkaénim di-
agramem na obr. 8.14).

0.1 A

0.05

-0.25 T T T T 1
0 20 40 60 80 100
A gispi [mm]

Obrazek 8.19: Schematicky bifurkacni diagram z experimentu — pro kazdou hodnotu fidiciho para-
metru novy start

Srovnéani bifurka¢nich diagramt z numerické simulace (obr. 8.14) a z experimentu (obr.
8.19) ukazuje redlnost a zachytitelnost chaotického chovani. V tomto smyslu se vybrana
konstrukce dobfe osvédcila.

9T¥iminutové méfeni videokamerou — b&zna doba zat&zovaziho cyklu — odpovida analyzovéni vice nez 10
GB nekomprimovanych dat. Vybaveni k analyze v redlném case bohuzel nebylo k dispozici.
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7 videozdznamtl kmitani konstrukce byly obrazovou analyzou ziskany zejména casové
fady piicné vychylky y volného konce prutu. Pro vykresleni projekci limitnich cykld bylo
ovSem zapotifebi znat také casové fady rychlosti pficné vychylky 1. Pro jejich ziskani byl
vytvofen program, jenz odhaduje derivace ¢asové fady pricné vychylky lokalni — , klouzavou“
aproximaci. Pro tuto aproximaci byl uzit polynom druhého stupné, jimz se aproximovalo
alternativné 7 po sobé jdoucich bodu ze zaznamu s frekvenci 10 Hz a 9 bodu ze zédznamu
s frekvenci 25 Hz (odpovidé jednotlivym videokameram).

Srovnani takto ziskanych projekci limitnich cykli z experimentu s limitnimi cykly vy-
poctenymi numericky uvadéji obr. 8.20, 8.21, 8.22 a 8.23. Zejména z projekci na obr. 8.20
a 8.21 je patrné, ze zaznamenavany systém mél ponékud vétsi imperfekci nez bylo zméfeno.
Mitze to byt zptusobeno praktickym provedenim experimenti, jelikoz samotny ocelovy prut
byl opakované upeviiovan a odstranovan, pricemz také zatézovaci zafizeni ménilo svoji pozici.

Ze srovnani projekci limitnich cykli ze zdznamt obou videokamer (napf. obr. 8.21a
a 8.21b) je vidét, ze vyssi frekvence sniméni byla zna¢nou vyhodou z hlediska ptesnosti
rekonstrukce derivace pri¢né vyhylky prutu podle casu.

Experiment Simulace
0.25 - 0.25 -
Y [m] Y [m]
0.2 4 0.2 4
0.15 4 0.15 4
01 01
0.05 1 0.05 1
04 04
-0.05 - -0.05 -
-0.1 -0.1 4
-0.15 -0.15 O
-0.2 -0.2
-0.25 : ‘ ‘ ) -0.25 : ‘ ‘ ‘
-0.5 -0.25 0 0.25 = 0.5 -0.5 -0.25 0 0.25 = 0.5
Y [m/s] Y [m/s]
(a) primyslova kamera 10 Hz (b)

Obrézek 8.20: Srovnéni projekce jednobodového limitniho cyklu Agisp = 15 mm ziskaného z experi-
mentu a numerické simulace
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Experiment Experiment Simulace
025 - 025 4 025 4
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0 o - 04
-0.05 -| -0.05 4 -0.05 4
01 4 0.1 -0.1
-0.15 | -0.15 4 -0.15 4
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05 -0.25 0 025« 05 05 025 0 025« 05 05 025 0 025« 05

Y [ms] Y [ms] Y [mis]
(a) primyslova kamera 10 Hz (b) SONY kamera 25 Hz (c)

Obréazek 8.21: Srovnani projekce zdvojeného limitniho cyklu Ag;ep = 55 mm ziskaného z experimentu
a numerické simulace

Experiment Simulace
025 - 0.25 -
Y iml Y im]

0.2 4 0.2 4
0.15 4 0.15 1
0.1 01
0.05 o 0.05 -
04 01
-0.05 -0.05
-0.1 4 -0.1 4
-0.15 -0.15
-0.2 -0.2

-0.25 ‘ ‘ ‘ ‘ -0.25 ‘ ‘ ‘ ‘

0.5 -0.25 0 0.25 =« 0.5 -0.5 -0.25 0 0.25 =« 0.5

Y [m/s] Y [m/s]
(a) pramyslova kamera 10 Hz (b)

Obrézek 8.22: Srovnani projekce ztrojeného limitniho cyklu Ag;sp; = 70 mm ziskaného z experimentu
a numerické simulace; technické zarizeni neumoznilo zaznamenani lepsiho ustéleni
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Experiment Simulace
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Obréazek 8.23: Srovnani projekce t¥ibodového limitniho cyklu Agisp = 65 mm ziskaného z experimentu
a numerické simulace
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Kapitola 9
Zaveér

Predklddana prace byla zaméfena na aplikaci nejnovéjsich poznatki o vlastnostech a mozném
chovani 8iroké tfidy dynamickych systémi, zejména vSak modeld mechanickych konstrukeci.
Bylo prokazéano, ze nelinearni projevy (napf. zdvojeni periody limitniho cyklu éi chaotické
chovani) systému, jenz muze popisovat jednoduchou stihlou konstrukei, jsou umoznény vniti-
nimi vlastnostmi tohoto systému a nejsou zptisobeny napi. nepopsanymi vnéjsimi vlivy, jak
se drive predpokladalo.

V tvodu prace byly pfehledné rozdéleny nelinedrni projevy deterministickych systémi,
tak jak jsou v soucasnosti znamy, véetné vhodnych metod pro jejich sledovani a rozpoznavani.
Bylo konstatovano, ze klasické analytické néastroje, jako je napi. spektralni analyza, jsou pro
silné nelinedrni systémy nevhodné (nedokazi rozlisit Sum a chaos).

Pro ovéfeni reality poznatkt ziskanych diky numerickému modelovani systémt na po-
¢ita¢i byl napldnovan a proveden z hlediska pozadovanych vlastnosti naro¢ny dynamicky
experiment s pruznou Stihlou konstrukei, kterd dosahovala velkych posunuti. Planovéni to-
hoto experimentu a analyza ziskanych dat tizce souvisela se speciadlnim numerickym modelem
konstrukce, vytvofenym pro tyto tucely. Tento model byl v praci detailné popsan a odvozen.

Srovnéani vysledkt experimentu a numerickych simulaci tvori nejvyznamnéjsi ¢ast této
prace. Navzdory slozitosti chovani systému bylo dosazeno dobré shody odezvy realné kon-
strukce a jejiho numerického modelu, coz je dokumentovano zejména srovnanim bifurkaénich
diagrami a vyznac¢nych limitnich cykla.

9.1 Prinosy

Tato prace vznikla v ramci vyzkumného zaméru MSM 261100009: ,,Netradi¢ni metody studia
komplexnich a neurcitych systémt“, ktery patii k vyznamnym védecko-vyzkumnym aktivi-
tam na VUT v Brné od roku 1998. Prinosy této prace lze shrnout do nasledujicich bod:

e aplikace modernich teorii nelinearnich dynamickych systémi v oblasti mechaniky kon-
strukei,

e ukazany klasifika¢ni postupy a metody pro zarazeni nelinearnich jeviu pfi vyvoji kon-
strukei,

e nalezena jednoduché konstrukce s vyraznymi nelinedrnimi projevy pii uziti béznych
materiald,
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e navrzeny a uspésné vyzkouSeny experimentalni postupy stanoveni potiebnych fyzikalné-
mechanickych charakteristik zvolené konstrukce,

e zjistény vlastnosti Gtlumu vybrané konstrukce a nalezena jeho vystizna aproximace,
e vytvoren efektivni model zvolené konstrukce vhodny pro simulaci jejiho chovéani,
e Uspésné proveden narocny experiment véetné verifikace vytvoreného modelu,

e nalezeny t¥i vyrazné limitni cykly s odpovidajicim vyskytem v experimentu i numerické
simulaci,

e potvrzena moznost vzniku chaotického chovéni, jehoz pfitomnost byla predpovézena
numerickymi simulacemi.

9.2 Vyhledy

Préace je vysledkem stale trvajiciho zajmu autora o téma nelinearit a netradicnich pristupt
nejen k problémum v teorii konstrukei, viz napf. [16], [19], [22], [23]. Do budoucna se pla-
nuji dalsi experimenty se zaméfenim na rozséhlejsi zmapovani chovani vybrané konstrukce,
moznosti jejiho fizeni a optimalizace chovani.

Aktudlni je problematika analyzy chaotického chovini a méfeni fraktalni dimenze ob-
jektt, coz je spjato s vyvojem softwaru pro tyto ucely, viz [18], [21].

Pozornost zasluhuje také vyznam imperfekci v systémech a souCasny vyskyt vice sta-
tickych stavil geometricky nelinedrnich modelt konstrukei a hodnoceni jejich stability, coz
souvisi s projekcemi energetickych ploch, viz [20], [24].
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Priloha A: Stabilita metod feseni pohybovych rovnic

Pro posouzeni vhodnosti vybranych numerickych metod feseni daného disipativniho dyna-
mického systému byl pro zvolenou tlohu hledan maximalni diskretiza¢ni krok h takovy, pri
kterém se dana numericka metoda chové stabilné! vzhledem k v§voji celkové energie feseného
systému E. v uréenych ¢asech t. Hodnoceni numerickych metod je provedeno v zavislosti na
jejich realné casové narocnosti a také vzhledem k jejich rychlosti konvergence k presnému
Feseni.

Reseny systém

Posudek stability numerickych metod (popsanych podrobné v kapitole 5) byl proveden pro
specialni model konzoly s parametry uvedenymi (véetné jejich vyznamu) v kapitole 7. Jako
srovnavaci tloha bylo feseno volné kmitani prutu bez pfidané hmoty s horizontalni rovi-
nou ohybu (tj. bez vlivu gravitace) a nebyla uzita ani sila nahrazujici imperfekci (neméa
v této tloze vyznam). Jako pocateéni podminka bylo vzato statické posunuti ve tvaru apro-
ximujicim linedrni pokles kfivosti stiednice prutu (kubickd parabola) s pfi¢nou vychylkou
koncového bodu 0.421 mm. Tato tloha je zfejmé nejjednodussi moznou testovaci tlohou a je
jako takové zvolena.

Celkova energie systému F. je sledovana ve tfech ¢asovych okamzicich s exponencialnim
nartastem casovych intervalt: 1.64, 16.4 a 164 sekund. Na obr. 10.1 je vidét pribéh celkové
energie feseného systému v intervalu 16.4 sekund.

Eulerova metoda

Eulerova metoda vykazuje pro feseny problém zna¢nou miru nestability. Proti jeji upravené
varianté (Upravend Eulerova metoda, viz dale) vyZzaduje pro stabilni feseni 250krat mensi
celkové energie E. velmi pomalu konverguji, viz tab. 10.1.

V tab. 10.1 jsou uvedeny hodnoty celkové energie F, v riznjych casech v zavislosti na
kroku h metody. Zvyraznény jsou hodnoty pro krok h, pfi kterém je metoda jesté stabilni.
Z tabulky je patrné, ze v daném case neni snadné rozhodnout, zdali je metoda stabilni

! Nestabilitu numerické metody lze zjednodusené definovat takto: Pfiblizné feSeni tlohy se chova nestabilng,
kdyz kazda chyba pfi vypoctu nového stavu vnasi do hodnot tohoto stavu slozku, jejiz vliv se zesiluje natolik,
ze pro dostatecné velky pocet krokl vypoctené priblizné hodnoty zcela znehodnoti.
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Obrazek 10.1: Vyvoj celkové energie sledovaného systému

krok h t=164s |t=164s | t =164 s
0.000003 4.395 9.602 3.154
0.000004 4.4 9.637 3.291
0.000005 4.71 28.15 | 21570000
0.000006 12.5 114.7 | prete¢eni
0.000007 30.5 271.5 | preteceni
0.000008 53.9 497.8 | preteceni

S 1078 J 107°J| 1077

Tabulka 10.1: Vyvoj celkové energie v danych casech vzhledem ke kroku Eulerovy metody

(snadno rozeznatelna destabilizace metody probihd pomalu). Nejvyraznéjsim projevem ne-

stability je preteceni?.

Klasicka Runge-Kuttova metoda

Klasickd Runge-Kuttova metoda je jiz pro feseny problém vyhovujici. Vzhledem k Upravené
Eulerové metodé je sice ¢asové naro¢néjsi (asi 3krat), ale jeji konvergence je zna¢né lepsi.
Svou roli zde pochopitelné hraje také teoreticka spolehlivost metody. Ze zkoumanych metod
je metodou s nejvyssi mirou stability, ale s nejvyssimi naroky na implementaci metody, jak
je patrno z piilohy B. Vzhledem k Upravené Eulerové metodé povoluje pro fesenou tlohu
asi 1.4krat veétsi krok h. Z tab. 10.2 je patrné, ze touto metodou vypoctené hodnoty celkové
energie F, velmi rychle konverguji.

Obdobné jako u pfedchozi tabulky jsou zvyraznény hodnoty pro krok h, pti kterém
je metoda jesté stabilni. Z tabulky je patrny velmi vyrazny projev okamziku nestability

2Pfetedenim myslime stav v poéditaéi, kdy vysledek n&jaké éiselné operace je &islo, které svoji velikosti
pfesahuje zvoleny limit pro velikost ocekdvaného ¢isla (nelze jej ulozit ve zvolené bitové reprezentaci ¢isla).
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krok h || t=164s |t=164s | t=164s
0.0011 4.387 9.488 2.772
0.0012 4.387 9.488 2.772
0.0013 4.387 9.489 2.773
0.0014 4.388 9.489 2.773
0.0015 13800 15900 | 1.4x10'
0.0016 pretecCeni | preteceni | preteceni

s 1078 7J 10723 1077

Tabulka 10.2: Vyvoj celkové energie v danych ¢asech vzhledem ke kroku R-K metody

metody. I v kratkém cCase lze v pribéhu simulace rozhodnout o jeji nestabilité, coz u predchozi
FEulerovy metody bylo obtizné.

Upravena Eulerova metoda

Tato ,metoda®“ vznikla jednoduchou tupravou Eulerovy metody méa oproti ni znac¢né lepsi
vlastnosti vzhledem k feSenému problému. V tomto piipadé lze dokonce Fici, Ze se svou
stabilitou témér vyrovna Runge-Kuttové metodé. Konvergence této metody je sice mirné
horsi nez R-K metody, ale ¢asova narocnost je pro maximéalni stabilni krok asi 3krat nizsi.
U této metody je ovSem problém s teoretickou spolehlivosti. V tab. 10.3 jsou opét uvedeny

vypoctené hodnoty celkové energie E..

krok h | t=164s |t=164s | t=164s
0.0006 4.385 9.492 2.782
0.0007 4.385 9.493 2.784
0.0008 4.385 9.494 2.786
0.0009 4.385 9.496 2.788
0.001 4.384 9.494 2.773
0.0011 preteceni | preteceni | preteceni

s 1078 J 107°J] 107°7

Tabulka 10.3: Vyvoj celkové energie v danych ¢asech vzhledem ke kroku Upravené Eulerovy metody

Také zde jsou zvyraznény hodnoty pro krok h, pii kterém je metoda jesté stabilni. Rovnéz
pro tuto metodu plati, Ze je mozno po velmi kratkém case v pribéhu simulace rozhodnout
o jeji nestabilité.

Srovnani metod

Srovnejme si tfi posuzované metody z hlediska zavislosti na po¢tu segmenti uzitého modelu
pti kroku h, pro ktery jsou metody jesté stabilni (oznac¢me hy,q;). Tato zévislost (maximalni
krok A,q; na poctu segmentt) je zobrazena v logaritmickém méfitku na obr. 10.2.

Z obr. 10.2 je patrné, zZe metoda Klasickd Runge-Kuttova je nejstabilnéjsi z posuzovanych
metod, pricemz ji tésné nasleduje Upravena Eulerova metoda. Naproti tomu samotna Eule-
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pocet dilkd

0.1 —e— Eulerova
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Obrazek 10.2: Graf srovnani zavislosti maximalniho kroku metod na poc¢tu segmenttt modelu v loga-
ritmickém méfitku

rova metoda je téméf o t¥i fady méné stabilni (pro feseny dynamicky systém), nez metoda
Runge-Kuttova i jeji upravend varianta.

Casova naroc¢nost feseni pfi maximalnim kroku h,,q, dava, diky mensi vypoéetni naroé-
nosti Eulerovy metody, ponékud jiny vysledek, viz obr. 10.3.

1000001
10000+
1000
100
<
e
= 104
% —e— Eulerova
S d
% 1 —O— R-K
1S 014 —— U. Eulerova
0.01 T 1
! 10 podet dilki 100

Obrazek 10.3: Graf srovnani zavislosti maximéalniho kroku metod na poc¢tu segmenttt modelu v loga-
ritmickém meéritku

Na obr. 10.3 lze vidét, Ze nejméné casové narocnou metodou pii maximalnim kroku
hmaz je Upravend Eulerova metoda. Klasickd R-K metoda je asi 3krat nadro¢néjsi a samotna
Eulerova metoda asi 300krat naro¢néjsi.

V zévéru uvedme srovnani presnosti dosazenych hodnot celkové energie E. pfi maximél-
nim kroku A,,.. Z tabulek 10.1, 10.2 a 10.3 je patrné, Ze pii maximéalnim kroku je chyba

nalezenych hodnot celkové energie E. kuptikladu v ¢ase t = 164 sekund vyrazné ve prospéch
Runge-Kuttovy metody, viz tab. 10.4.
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Eulerova metoda ‘ R-K metoda ‘ U. Eulerova metoda
14% | 0.072% | 0.61%

Tabulka 10.4: Srovnani relativni chyby celkové energie E. v ¢ase t = 164 s pro maximalni krok h,,qz

Vlastnosti Upravené Eulerovy metody

Vyhody a nevyhody uziti Upravené Eulerovy metody pro feseni vybrané tlohy vzhledem
k metodé Klasické R-K Ize shrnout nasledovné:
+

rychlost vypoétu (taspora 1/3 ¢asu),

jednoducha implementace (viz piiloha B),

transparentni vypocet,

empiricky puvod (teoretickd nespolehlivost),

pomalejsi konvergence,
neobecnd aplikovatelnost.
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Priloha B: Implementace feseni dynamického systému

Pro simulace modelu konzoly byly s ohledem na rizné uziti vybrany dva programovaci jazyky.
Pro dlouhodobé vypocty vyzadujici maximalni rychlost a pro datové vystupy byl zvolen
jazyk C pieklddany kompilatorem DJGPP [13]. Pro realtime® sledovani vyvoje systému,
jeho pfimé fizeni a prenositelnost programu byl vybran jazyk Java s kompilatorem JDK
(Java Development Kit) [55].

Implementace numerickych metod

Nasledujici zdrojové kédy ukazuji implementace numerickych metod v jazyce C. Proménné
fid[], omd[] a fad symbolizuji stavové proménné systému ¢, w a 0, proménnd hd je dis-
kretiza¢ni krok h. Proménné msd[] reprezentuji matici momenti setrvacnosti (M + M,)
véetné vektoru pravych stran ((Q+ Qa)w? — K¢ — Cw +F + A). Proménné ksd [] zastupuji
neznama uhlova zrychleni w — feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic (SLAR) — dané
soustavou msd[]. Proménné nl je pocet dilcti modelu.

Eulerova metoda

Predevsim z implementace této metody je patrné, jak jednoduché mize byt numerické feseni

N

funkci s1arGCP (). Poznamenejme, ze v piipadé uziti modelu dle metody tuhych dilci (viz
kapitola 6.2) by i tato operace odpadla.

[ [ ks sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk s ok sk sk sk e ok sk ok sk ok ok
//spocita novy stav Eulerovou metodou
void stepE()

[/ %%k ok sk sk sk ok ok sk sk ok ok k k
//reseni soustavy
//
nulovani();
//
dosazM();
dosazK();
dosazQ();
dosazF();
dosazA();
dosazC();
//
//reseni SLAR
slarGCP (msd,ksd,nl);
//
//
/ /%% sk ok sk sk sk ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok K
//vypocet premisteni
for(il=0;il<nl;il++)
{

fid[il] +=hd*omd[il];
}

3Sledovéni v redlném Case. Vypocet probihé soucasné se zobrazenim vyvoje systému s dostateénou rych-
losti.

102



Prirona B

//
//
[/ %k sk ok sk sk ok ok sk sk sk ok ok ok sk ok ok
//vypocet rychlosti
for(il=0;il<nl;il++)
{

omd [i1]+=hd*ksd[il];
}
//
//
[ [ F%kkskkok kK k ok
//vypocet faze
fapd=fad;
fad+=hd*zomd;
//
//
[/ *%%
//cas
timed+=hd;

Klasicka Runge-Kuttova metoda

Vzhledem k tomu, ze je R-K metoda ¢tyrbodova, musi se v rdmci jednoho kroku ¢étytikrat
sestavovat a Fesit SLAR (funkce getaccel()), coz z tohoto hlediska vyznamné znevyhodiuje
tuto metodu. Casova naro¢nost metody, vzhledem k ostatnim, je uvedena v ptiloze A.

[ /%% Kok koo sk kb sk stk ok sk ok sk sk ok ko sk sk ok ok
//metody pridruzene k RK metode

[/ sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk s ok sk ok ok ok sk ok ok
//ulozi stavove promenne do pomocneho pole
void sethpole()

{
long il;
//
for(il=0;il<nl;il++)
{
hfid[i1]=fid[il];
homd [i1]=omd[il];
}
}

[/ %Kok K ok ok ok o sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok o Kok ok
//vraci reseni soustavy pro zrychleni
void getaccel()
{

nulovani();

//

dosazM();

dosazK();

dosazQ();

dosazF();

dosazA();

dosazC();

//

//reseni SLAR

s1arGCP (msd,ksd,nl);

//*****************************************
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//spocita novy stav Runge-Kuttovou metodou
void stepRK()

{

//duplikuje stavove promenne
sethpole();
//
//
[/ KKKk kKKK KKKk kK
//vypocet clene ki
//
//vypocet kifi
for(il=0;il<nl;il++)
{

kifid[ill=omd[il];
}
1/
//reseni zrychleni
getaccel();
//
//vypocet kiom
for(il=0;il<nl;il++)
{

klomd[il]=ksd[il];
}
//
//
[/ FFxKkok ok ko kKK okokok ok
//vypocet clene k2
//
1/

//prepocet vstupu pro clen k2 (tj.

for(il=0;il<nl;il++)

{
fid[il]+=hd/2xk1fid[il];
omd[il]+=hd/2*klomd [il];

}

//

//

//vypocet k2fi

for(il=0;il<nl;il++)

{
k2fid[ill=omd[il];

}

//

//reseni zrychleni

getaccel();

//

//vypocet k2om

for(il=0;il<nl;il++)

{
k2omd[i1]=ksd[il];

}

//

//

[/ %%k ok sk sk sk ok ok ok s ok ok k sk k

//vypocet clene k3

//

//

//prepocet vstupu pro clen k3 (tj.

for(il=0;il<nl;il++)

{

xi(t)+k1li*h/2)

xi(t)+k2i*h/2)

fid[il]=hfid[i1]+hd/2*k2fid[i1l];
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omd[il]l=homd[i1]+hd/2*k20omd [i1];

}

//

//

//vypocet k3fi

for(il=0;il<nl;il++)

{
k3fid[il]=omd[il];

}

//

//reseni zrychleni

getaccel();

//

//vypocet k3om

for(il=0;il<nl;il++)

{
k3omd [i1]=ksd[il];

}

//

//

[/ kKK sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok

//vypocet clene k4

//

//

//prepocet vstupu pro clen k4 (tj. xi(t)+k3ixh)

for(il=0;il<nl;il++)

{
fid[il]=hfid[il]+hd*k3fid[il];
omd[il]=homd[il]+hd*k3omd[il];

}

//

//

//vypocet k4fi

for(il=0;il<nl;il++)

{
k4fid[ill=omd[il];

}

//

//reseni zrychleni

getaccel();

//

//vypocet ké4om

for(il=0;il<nl;il++)

{
k4omd [i1]=ksd[il];

[/ %%k ok ko ok ok sk ok ok ok ok

//vypocet noveho stavu

for(il=0;il<nl;il++)

{
fid[il]=hfid[il]+hd/6* (k1fid[i1]+2*k2fid[i1]+2*k3fid[i1]+k4fid[il]);
omd[il]=homd[i1]+hd/6* (klomd [i1]+2*k20omd [i1]+2*k3omd [i1]+k4omd [il]) ;

}

//

//

[/ %%k Kk kok kK k k ok

//vypocet faze

fapd=fad;

fad+=hd*zomd;

//

//

/[ *%%
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//cas
timed+=hd;

Upravena Eulerova metoda

Jedingm rozdilem mezi implementaci této metody a metody Eulerovy je zaména pofadi
vypoctu vektoru posunuti fid[] a vektoru rychlosti omd[].

[ %Kk KA AR K KKK KKK KK KKK KKK KKK KoK K KoK K
//spocita novy stav Upravenou Eulerovou metodou
void stepUE()

[ /%% kkkkkokkok ok ok k ok
//reseni soustavy
//
nulovani();
//
dosazM() ;
dosazK();
dosazQ();
dosazF();
dosazA();
dosazC();
//
//reseni SLAR
s1larGCP (msd,ksd,nl) ;
//
//
[ /%% sk sk sk ok skook sk ok ok sk ok ok sk ok
//vypocet rychlosti
for(il=0;il<nl;il++)
{
omd[il] +=hd*ksd[il];
}
//
//
/ /%% koK sk sk sk ok ok ok ook ok ok ok ok ok
//vypocet premisteni
for(il=0;il<nl;il++)
{
fid[il]+=hd*omd[il];
}
//
//
[ /% %k kkkokok ok ok ok
//vypocet faze
fapd=fad;
fad+=hd*zomd;
//
//
/[ *%%
//cas
timed+=hd;
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Java aplet

Na internetu je k dispozici na adrese
http://www.fce.vutbr.cz/STM/frantik.p/applets/dynkonz/simul.htm

interaktivni simulace uzitého numerického modelu $tihlého konzolového nosniku. Pro tuto
implementaci byla uzita Upravena Eulerova metoda, viz kapitola 5.3.

Ackoliv je simulace pfednastavena, je mozno jeji prubéh i start zménit editaci vstupnich
poli a uzitim zobrazenych tlacitek, viz obr. 10.4. PopiSme postupné zleva-doprava a shora-
dolt vSechny vstupni objekty (dle obr. 10.4).

Elements: < | 7 > | Step: < | 00010 > |
Y ex 0o m Fil o: 1.0 rad Y 0.0 m
Clear | ' lex 0o m dFill g: oo rad/s dv 0o m's
Extrems | Restart | Cut |
[ Awirnation ¥ Portrait Iv | Cut Clear |

time: 19.66 5

_ |

Slower | Faster | Slower | Faster | < | b |

v |

Damping: 0.0020 Nrm.s/kg Damp ncoef: |1.0 B

Mazs: 0.00303 kg Length: 03 m Stiffness EI: {00053 Fa.m4

Astat = 9.8 mise Astat p oo mise Mazs add: 0.01354 kg

Fatat x: 0o M Faztat y: -0.0ma M

Freq: 31418 rad/s = 0500001165 Hz Phas: 0o rad

Aamp x: 0.630872 ms2 Aamp y: oo ms2

Famp = oo M Famp y: oo M Setup |

Obrazek 10.4: Grafické uzivatelské rozhrani apletu pro vstupy a vystupy numerické simulace

Dvojice tlacitek s Sipkami s popisem Elements umoznuje zménit pocet segmenti modelu
prutu s tim, Ze simulace bude po kazdém stisku tlacitka restartovana (nelze pokracovat
v zapocaté simulaci pfi tak zdsadni zméné modelu).

Dvojice tlacitek s sipkami s popisem Step okamzité po stisku nastavi diskretizac¢ni krok
Upravené Eulerovy metody, pfi¢emz je tfeba vzit na védomi moznost ztraty stability reseni
(v ptipadé destabilizace lze simulaci obnovit snizenim diskretiza¢niho kroku a restartovanim
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simulace tlacitkem Restart).

Pole s navéstimi Y ex a Y 1lex zobrazuje extrémy pri¢né vychylky y volného konce prutu po
stisknuti tlac¢itka Extrems. Navésti Y ex oznacuje globalni extrém pro celou dobu simulace.
Naveésti Y1lex oznacuje lokdlni extrém dosazeny v simulaci po stisku tlacitka Clear, které
zpusobi jeho okamzité vymazani.

Pole s navéstimi Fi0 g a dFi0 g umoziuji zadat pocateéni podminky simulace. Vstupni
pole oznac¢ené FiO g zadava pocateéni pootoceni volného konce prutu (prut ma pro jedno-
duchost tvar kruznicového oblouku) a pole dFi0 g pocateéni uhlovou rychlost, kterd bude
udélena vSem dilcim. Tlacitko Restart aplikuje tyto pocateéni podminky, tj. odstartuje
novou simulaci.

Pole s navéstimi Y a dY vypisuje sourfadnice posledniho dosazeného bodu v Poincarého
mapé po stisknuti tlacitka Cut.

Velké zobrazovaci pole se zaskrtavacimi policky Animation, Portrait a Cut slouZi pro
zobrazeni chovéani systému. Kazdé z téchto poli¢ek povoluje nebo zakazuje vykreslovani pri-
slusného zobrazeni. Prvni zobrazeni Animation ukazuje animaci kmitajicitho prutu véetné
symbolu zatizeni, pfidané hmoty a ¢asu. Druhé zobrazeni Portrait je projekce trajektorie
systému, jak byla uzita v kapitole 8 (rovina g,y). Tteti zobrazeni Cut ukazuje Poincarého
mapu ve stejné roviné jako predchozi zobrazeni. Tlacitka Clear mazou prislusné zobrazovaci
roviny pro sledovani ustalovani systému. Dvojice tla¢itek Slower a Faster zpomaluje resp.
urychluje zobrazeni systému. Ctvefice tla¢itek s Sipkami umoziiuje zménu rozsahti souradni-
covych os zobrazeni Portrait a Cut.

Velké vstupni pole ve spodni ¢asti panelu apletu umoznuje zadavat parametry modelu
prutu, které se po zadani aplikuji okamzité stiskem tlacitka Set up. V prvni casti panelu lze
meénit parametry prutu. Vstupni pole Damping, Damp ncoef, Mass, Length a Stiffness EI
urcuji koeficient tlumeni ¢, kvadraticky koeficient ¢,, hmotnost prutu m,., délku prutu I,
a ohybovou tuhost prutu FI.V druhé ¢asti panelu Ize zadat soucasné riizné statické zatizeni.
Navésti Astat x, Astat y, Mass add, Fstat x a Fstat y reprezentuji statické zrychleni v ose
x (zde horizontalni) resp. v ose y (tj. zde vertikalni), setrva¢nou hmotnost m, pfidané hmoty
a zatiZeni statickou konzervativni silou na volném konci prutu ve sméru osy x resp. ve sméru
osy y. Posledni c¢ast prislusi dynamickému zatizeni. Navésti Freq, Phas, umoziuji zadat
frekvenci zatizeni €2 a fazovy thel 6y, vstupni pole Aamp x, Aamp y, Famp x a Famp y, odpovidaji
amplituddm zrychleni a sil ve sméru osy x resp. ve sméru osy .

Vlastnosti jazyka Java

Jazyk Java, ktery vznikl z jazyka C, méa proti nému nésledujici vyhody a nevyhody:
_|_

prenositelnost programu na rtzné platformy,

snadné vytvoreni grafického uzivatelského rozhrani,

moznost vytvoreni aplet (internetova aplikace),

vysoké troven ochrany chybnych operaci,

nizsi rychlost,

naroc¢nost jazyka,
absence nékterych funkci.
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Prirony C A D

Priloha C: Fotodokumentace

Pro internetovou verzi neni pfiloha C dostupnaé.

Pfiloha D: Videodokumentace

Pro internetovou verzi neni priloha D dostupna.
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