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SIMULACE ZTRATY STABILITY STIHLEHO PRUTU PRI KROUCENI
SIMULATION OF STABILITY LOSS OF SLENDER BEAM UNDER TORSION

Petr Frantik’

Abstract

Paper deals with the stability loss of straight shape of slender ideal prismatic beam under
torsion. A special discrete nonlinear numerical model was used for dynamical simulation
of the loaded beam. Usage of this model shows, that this stability loss is the supercritical
pitchfork bifurcation in terms of the catastrophe theory.

1 Uvod

Pii modelovani mechanickych soustav se jiz tradi¢né setkdvame se dvéma cCastecné
protichidnymi pfistupy. Prvnim pfistupem lze nazvat vytvareni detailnich modeld,
druhy pftistup klade do poptedi tzv. minimalni model.

ZvySovani urovné detailu modelu je typické pro ulohy, které jsou svoji podstatou
pfedvidatelné a relativné snadno fesitelné. Vystizeni podrobnosti je také casto dulezité
pro praktické ucely, kdy potiebujeme spolehlivé obhdjit funkénost modelu, naptiklad
kdyz neni k dispozici ovéfovaci experiment.

Oproti tomu modely s minimdlnim poctem neznamych veli¢in (stupiit volnosti) 1ze
nalézt zejména tam, kde ptevazuje problém vypocetni narocnosti. Minimalizujeme-li
pocet stupiii volnosti, pak musime zajistit/ovefit, aby model vykazoval ty jevy, které
jsou pro jeho funkénost vyznamné. Uplatnéni takového pfistupu lze kromé vypocetni
rychlosti spatfovat pfedev§im v teoretické roviné. Takovy model, pokud se jej podafi
najit, ndm muze piinést informaci o podstaté modelovaného jevu. Za zminku rovnéz
stoji ziskani zkuSenosti pfi vytvaieni a kontrole takového modelu. Jev samotny pak
muze byt ptistupnéjsi k nalezeni zpiisobu, jak ho vyuzit nebo jak se mu vyhnout.

2 Krouceni idealniho prutu

Z hlediska hledani minimalniho modelu jsou teoreticky zajimavé zejména ty ulohy, pfi
kterych dochéazi ke skokové ztraté stability (tzv. katastrofa, viz [1]). VSeobecn€ znamou
je naptiklad tloha vzpéru ptimého prutu, kterou vytesil Leonhard Euler jiz v roce 1744.
Podobnym problémem je ztrata stability pti krouceni ptimého Stihlé¢ho prutu.
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Obr. 1: Krouceni volného prutu
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M¢jme idedlni prut bez vnéjsich vazeb z dokonale pruzného materidlu. Prut zatizime
na jeho volnych koncich dvojici opacnych krouticich momentd, jejichz osa je shodna
s osou prutu, viz obr. 1. Budeme-li zvySovat velikost krouticiho momentu (oznac¢me jej
M), pak v urcity okamzik pfestane byt pifimy tvar zkrouceného prutu stabilnim stavem
a dojde k ndhlému pfi¢nému vyboceni. Odpovidajici hodnota krouticiho momentu je tzv.
kriticka s ozna¢enim M.,

Model, ktery je zde popsan, slouzi k prvotnimu pfiblizeni k podstaté tohoto jevu.

3 Model prutu

Ptedpoklddejme velmi Stihly prut s prifezem, ktery je v krouceni poddajny, schopny
velkych premisténi, aniz by dochédzelo k nepruznému ptetvoreni. Témto predpokladiim
vyhovuje naptiklad tenky dlouhy platek z pruzné oceli. Model vytvotime tak, Ze prut po
délce rozdélime na obdélnikové dilce s vnitinimi pruzinami, nahrazujicimi normalové
a smykové pfetvoreni. Dilce vzijemné spojime klouby srotacnimi pruzinami
nahrazujicimi ,,ohybové® pietvoteni, viz obr. 2.

Obr. 2: Model prutu v obecném tvaru (detail déleni na tfi dilce)

Plsobeni obou druhli pruZin necht’ linedrn€ zavisi na velikosti jejich pfetvoreni.
Normalové a smykové pruziny ptsobi silou pfimo imérnou prodlouzeni pruziny, rotacni
pruziny pusobi momentem piimo Umérnym vzajemnému natoCeni dilci v misté
ptipojeni (kloub). Tyto zavislosti miizeme popsat vztahy:

F, =k, -dl,

(1)

M, =k;-dp,

kde Fj je sila, kterou liniova pruzina (normalova resp. smykova) plsobi na piipojné
klouby, k; je tuhost liniové pruziny, dl/ je protazeni liniové pruziny; M, je moment,
kterym rotacni pruzina plsobi na pfipojené dilce, ks je tuhost rotacni pruziny a d¢ je
natoceni dilci v misté pfipojeni pruziny. Pro pfetvofeni pruzin lze uzit geometricky
piesného popisu:
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di, =1, =10, 1, =0, =x) +(y, - p) +(z, -2,

i, i, 2)
/ ) ui,j:(xj_xi;yj_yi;zj_zi)9

L
kde x;, yi, z; jsou aktualni soufadnice kloubt, /;; je aktudlni délka pruziny spojujici
klouby s indexy i a j, pivodni délka nenapjaté pruziny je /°; j a u;; je pomocny vektor
dany polohou kloubt i,;.

Pouzity zpisob diskretizace kontinua se nazyva fyzikalni diskretizaci, viz [2]. Takové
nahrazeni spojité ulohy lze Casto s vyhodou vyuzit pfi hledani miniméalniho modelu.
Ukazuje se, ze muze byt, vzhledem k vypocetni slozitosti, velmi efektivni, viz [3].

Pro hledani statickych stavii prutu zatizeného krouticimi momenty lze vyuzit bud’
statické nebo dynamické formulace problému. V piipadé statické formulace sice Setfime
vypodetni &as, ale objevuje se nejistota ve vlastnostech nalezeného feSeni. Reseni totiz
muze byt stabilni i nestabilni. Navic mize byt nalezené feSeni nespravné ve smyslu
pribéhu zatéZovaciho procesu (stav realné nebude dosazen). Takové pfipady mohou
nastat, existuje-li vice stabilnich statickych stavi.

Z vyse popsanych divodl bylo uzito formulace dynamické. Ta je sice vypocetné

24

cos (dg, ;) =

ij

vice spolehnout. Pfedpokladejme, ze hmotnost prutu lze soustredit do kloubil na hranach
prutu. Za tohoto ptredpokladu vznika » hmotnych kloubii, na které pusobi piipojené
pruziny dle vztahii (1). Potom lze psat pohybové rovnice ve tvaru:

, =V st = : (R,—c;mv,),

dt dt  m, :

dy dvyi 1 .

L=y = (R, —cmv.,)), i=12,..n 3
dt . dt mi( o yl) ®)
dZi =V, dVZi = l (Rzi —cm; vzi) >

dt dt

kde vy, vy, V=i jsou slozky aktudlni rychlosti i-t¢ého hmotného kloubu, R, R, R.; jsou
slozky aktudlni interak¢ni sily R; = f (F;, M) plsobici na hmotny kloub 7, m; je hmotnost
i-t¢ho hmotného kloubu, ¢; je soulinitel Gtlumu i-t¢ho hmotného kloubu a ¢ je Cas.

Dodejme, ze popsany model je nelinearni, viz vztahy (1) a (2), a téméf nezavisly
na velikosti pfemisténi hmotnych kloubtl. Jediné omezeni je ddno vztahem pro vypocet
pootoceni do, viz (2). Ze vztahu vyplyva do € <— w2,/ 2> .

4 Simulace

Reseni pohybovych rovnic je pro tgely simulace provadéno diferenéni klasickou Runge-
Kuttovou metodou, ktera je pro feSeni nekonzervativniho systému tohoto druhu plné
postacujici.

Vypocet je provadén ndsledujicim zplisobem: Nejprve se vytvoii model prutu, tj.
mnozina hmotnych kloubli vzijemné propojenych soustavou pruzin. Osa prutu je
rovnobézna s osou x souradného systému. Pocatecni podminky jsou nastaveny tak, ze
model odpovida nenapjatému prutu v klidu (rychlosti hmotnych kloubt jsou nulové). Na
konci prutu — paru hmotnych kloubti — je vlozena dvojice nekonzervativnich sil
pusobicich kolmo na dilec. Sily tedy sleduji aktudlni normaly dilce v misté pisobeni.
Dvojice sil na jednom konci prutu vytvati kroutici moment opacny, nez dvojice sil na
druhém konci. Nasledné je spustén vypocet s vhodnym ¢asovym krokem.
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Na obr. 3 jsou zobrazeny dilezité¢ faze simulace pro kroutici moment M = 3M,,.
Koneénym stavem je stabilni smycka tésné pied vznikem kontaktu ¢asti prutu.

time: 0.0000008 s

a) pocatecni stav

time: 0.014000 s

i<l

b) prut pfi maximalni rotaci

time: 0.275088 s

et <t

¢) klidovy stav tésné pied ztratou stability

time: 0.335088 s

d) probiha vyboceni prutu

time: 0.371088 s

e) stabilni stav

Obr. 3: Faze simulace krouceni prutu pfi krouticim momentu M = 3M,,
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5 Bifurkaéni bod

Simulace, jejiz dilezité faze jsou vidét na obr. 3, ukdzala, Zze model je s to vystihnout
destabilizaci prutu pii krouceni. Zajimavosti je pfiina ztraty symetrie tlohy. Kdyby
totiz byl model vcetné pocatecnich podminek ptesné symetricky, nemohlo by k vyboceni
prutu dojit. Pivod nesymetrie v modelu lze vysledovat k nesymetrické poloze
v soufadném systému, viz obr. 2, a déle k nepfesnym operacim s ¢isly s pohyblivou
desetinou ¢arkou.

Z vlastnosti ulohy je zfejmé, Ze prut miize vyboc€it dvéma smeéry, jak je vidét na
obr. 3¢ (tj. nahoru nebo dolii). Situace je opét obdobou vzpéru prutu. Tuto moznost
vyboceni prutu obéma sméry potvrdily dal§i simulace s odliSnymi parametry. Tedy
smér, kterym dokonale symetricky prut vyboci, je za danych okolnosti typicky
neptedpovéditelny.

Pro ovéfeni spravnosti vysledkti simulace byl proveden vypocet bifurka¢niho
diagramu, viz obr. 4. Diagram byl sestaven pro proménlivy kroutici moment M, pficemz
se vynasela hodnota vzepéti prutu f. Vzepétim prutu se mysli vzdalenost mezi spojnici
koncti a prifezem v polovin€ prutu (méfeno v ose). V diagramu je vzepéti prepocitano
do bezrozmérného tvaru (L je délka nazatizené¢ho prutu).
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Obr. 4: Bifurkaéni diagram
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Obr. 5 Detail zakonceni bifurka¢niho diagramu
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Z bifurkacniho diagramu je patrné, Ze se jednd o stejny typ bifurka¢niho bodu jako
u vzpéru prutu — superkritickou vidlickovou bifurkaci. V diagramu je kromé tohoto
bifurka¢niho bodu, kde plati M = M,,, jesté jeden kriticky bod, nalézajici se na konci
spojnice, kde priblizné plati M = 3.57 M,,. Pti dosazeni druhého kritického bodu dochazi
k dals$i ztraté stability. Tento okamzik odpovida ,,snaze o zavinuti smycky*. Protoze ale
zvoleny model nepodporuje kontakt ¢asti prutu, tak prekroceni tohoto bodu jiz nevede
k ziskani stabilniho statické stavu. Obrazek 5 ukazuje detail diagramu v okoli druhého
kritického bodu.
6 Zavér
V ¢lanku byl prezentovéan nelinearni model pro vypocet krouceni dokonale symetrického
Stihlého prutu, ktery dokazal vystihnout jev ztraty stability. Dle ofekavani tato ztrata
stability probihd obdobné jako v ptfipadé¢ vzpéru prutu — dochdzi k superkritické
vidlickové bifurkaci.

Simulaci se rovnéZ prokézalo, zZe krouceni umoZiiuje vznik stabilni smycky. Autorem
diive studované jednoduché ulohy produkovaly jen smyc¢ky nestabilni, viz napft. [3].

Zajimavym se ukazal proces ztraty stability. Pfi plném krouticim momentu se nejprve
realizuje zkrucovani prutu bez piicného vyboceni, ke kterému dojde az po ustaleni
pohybu, viz obr. 3. Pohyb prutu (kroutivé kmiténi) zfejmé zabraiiuje pticné destabilizaci.

Za zminéni rovnéz stoji problematika naneseni nekonzervativnich dvojic sil a dale
problém zachyceni prutu v prostoru. Dle definice sil v modelu totiz dochazi k mirnému
poruseni podminky dvojice sil — sily nesdili spole¢nou rovinu. Vlivem tohoto jevu

2%

prutu pomoci vhodnych podpor, nebo zajisténi splnéni porusené podminky dvojice sil.
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