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Uvod

V minulém stoleti nové vzniklé obory, opirajici se o studium silné nelinearnich systémii,
jako jsou teorie katastrof, teorie bifurkaci a teorie chaosu, prinesly nejen do mechaniky
nové zpusoby nahledu na numerické modelovani. Zasluhy na jejich vzniku ma zejména
Henri Poincaré, jenz jiz koncem 19. stoleti odhaluje slozity pohyb tii gravitacné vazanych
téles. Ukazalo se, ze diky univerzalnosti projevi nelinearnich systémi, jejim tzv. generic-
kym vlastnostem, lze vystiznost modelu realnych soustav a procesii posuzovat odlisSnymi
kritérii, nez bylo doposud zvykem. Diilezitym atributem modelu prestava byt vysoka tro-
ven detailu ¢i znacny pocet stupni volnosti. Naopak, v ndvaznosti na obtiznost a ¢asovou
narocnost Teseni silné nelinearnich systémi je zvyhodnén model s minimalnim poctem
stupnu volnosti. Podstatnym se stava kvalitativni a nikoliv kvantitativni hledisko vysti-
zeni realného systému ¢i procesu. Jinak feceno model mé vykazovat stejné nelinedrni
projevy jako realny systém.

Typickymi nelinedrnimi projevy — generickymi vlastnostmi — jsou vyskyty katastrofic-
kych prechodti, bifurkaci, chaotického chovani. Souhrnné jsou tyto projevy doprovazeny
ztratou stability jak realného systému, tak i jeho numerického modelu. Vznikaji zvlastni
pripady, kdy neni jednoduché rozhodnout o spravnosti ziskanych vysledki. Bylo a je tieba
vytvorit netradi¢ni pristupy pro porozumeéni takovym jevim.

Jednou z ¢asti mechaniky, kde se setkavame s potiebou uziti novych metod, jsou pruzné
stihlé konstrukce, které vlivem zatiZzeni vyrazné méni svou geometrii. Dochazi k tzv. vel-
kym premisténim ¢asti konstrukce, aniz by material z néhoz je slozena, ztracel schopnost
vracet se do puvodniho stavu. Ackoliv aplikace v tomto odvétvi vyzaduji nelinedrni mate-
maticky aparat, vykazuji vybornou shodu s experimenty. Proto hraji dtilezitou roli v celé
problematice nelinearnich systémii.

V mechanice konstrukci je velmi znadmym nelinearnim projevem tzv. wvidlickovd bi-
furkace. Dochazi k ni mimo jiné pii zatizeni dokonale symetrického prutu dvéma stejné
velkymi silami ptisobicimi na jeho koncich proti sobé, viz obr. 1.
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Obr. 1: Vzpér pfimého prutu
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Dosahne-li velikost sily F' kritické hodnoty oznacované F,., prestava byt piimy tvar
prutu stabilni a dochazi k prudkému pricnému vyboceni prutu na jednu ze dvou stran
(v rovinné tloze). Vhodné zndzornéni této zavislosti vypadd jako vidlicka, viz obr. 2.
Odtud jeji nazev vidlickova bifurkace.
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Obr. 2: Superkriticka vidlickova bifurkace

Na obr. 2 je zobrazen schematicky graf pficného vyboceni stfedniho prifezu prutu
(vzepéti), oznaceného symbolem w, v zavislosti na velikosti vzpérné sily F. Vidime, Ze
dosazenim kritické sily dochazi k nekonec¢né rychlému vzdalovani dvou moznjch stabilnich
stavi®. PHimy tvar prutu se stava nestabilnim stavem. Tento typ vidlickové bifurkace ma
privlastek superkritickad.

Uloha vzpéru prutu a riizné jeji feSeni jsou dnes velmi dobfe znamy. Jiz v roce 1744
publikoval Leonhard Euler prvni aproximaci ztraty stability prutu pfi dosazeni kritické
sily. Jeho feSeni odvozené uzitim tzv. teorie druhého fadu* nazyvame klasické. Predpo-
klada stihly prut tvoreny linedrné se chovajicim materidlem a pro hodnotu kritické sily
F.,. dava pfesny vztah:

7T2

F, = ﬁEI , (1)
kde L je délka prutu a E'1 jeho ohybova tuhost. Klasické feseni ndm dava dobrou predstavu
pouze pro velikost sily F' mensi nez hodnota kriticka F... Diky nému vime, Ze je pred
dosazenim kritické sily pfimy tvar prutu stabilni. Obraz o ztraté stability prutu je ovSsem
mlhavy. Reseni pouze ukazuje mozné deformacni tvary, kterymi prut miize nahle vybocdit.

Presné feseni pokritického vzpéru $tihlého prutu odvozuje Alexej Rufovi¢ Rzanicyn
v poloviné dvacéatého stoleti uzitim eliptickych integralt. V knize [Rzanicyn 1955 publi-
kuje explicitni vyjadieni vzepéti prutu v zavislosti na velikosti vzpérné sily.

3Vzdalenost téchto stavii je tmérna vVAF, kde AF = F — F,,.

4V teorii druhého ¥adu uvazujeme vliv zmény geometrie konstrukce na podminky rovnovahy. Pie-
misténi zpisobujici zménu geometrie prutu je predpokladano pouze v pricném sméru a je vztahovano
k puvodnimu nedeformovanému tvaru.
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Imperfektované systémy

Vyzkum doprovazejici vznik teorie katastrof ukazal, ze studované systémy lze rozdélit do
dvou skupin na tzv. typické (téz reguldrni), které nejsou citlivé na malou zménu svych
parametri a na systémy netypické (téZ degenerované), jejichZz mald zména zptisobi, Ze se
z nich stanou systémy typické, viz [Arnold 1983]. Netypické systémy, jako je napt. vzpér
dokonale symetrického prutu, se realné nevyskytuji. Jejich prechod na systém typicky je
doprovazen ztratou symetrie, jako je tomu pravé pii vzpéru prutu. Jiz Henri Poincaré po-
ukazal, ze pri studiu systémi s promeénlivymi parametry se nelze vyhnout degenerovanym
systémum, jelikoz tyto rozdéluji oblasti parametrii odpovidajicich kvalitativné odliSnym
systémum typickym. Degenerované systémy tvori neodstranitelné mnoziny a je tieba je
brat do tvahy praveé tehdy, kdyz se studuje systém s proménlivymi parametry.

Prvek, jenz vnasi do systému nesymetrii, se nazyva imperfekce (odchylka od dokona-
losti). Pfidanim imperfekce do systému s vidlickovou bifurkaci se vyrazné méni chovani
systému. Pfi zméné ¥idiciho parametru® se jiz nesetkdvame s vyskytem bifurkace na obr. 2.
Stav systému se plynule vyviji, zatizeny prut vybocuje jen na jednu stranu, viz obr. 3.
Na opacné strané se v urcity okamzik zrodi ,ze vzduchu® dvojice vétvi, z nichz vnéjsi je
stabilni a vnitini je nestabilni.
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Obr. 3: Imperfektovany systém se superkritickou vidlickovou bifurkaci

Jelikoz ve skutecnosti existuji pouze systémy regularni, nabizi se otazka urcovani tak
vyznacné hodnoty, jakou je kriticka sila. Vhodnym bodem pro méreni bifurka¢ni hodnoty
F,, je poloha inflexe zévislosti w(F'). Ozna¢me velikost sily v inflexnim bodé F}, (viz obr.
3). V publikaci [Macur & Frantik 2004] je dokdzano, Zze poloha inflexe Fj, je v pripadé
kubického modelu totozna s hodnotou bifurkacni F,, a nezavisla na velikosti imperfekce.
na velikosti imperfekce bude bud konstantni, nebo alesponi monoténni. Jak bude ukdzano
dale, je-li imperfekce ,mald“, je poloha inflexniho bodu od bifurka¢ni hodnoty jen velmi
malo odlisna.

Poznamenejme, Ze v inflexnim bodé zavislosti w(F) se stav systému nejrychleji méni
(prvni derivace ma lokalni extrém), coz dobfe odpovida jedné z vlastnosti kritické sily.

5V ptipadé vzpéru prutu je fidicim parametrem velikost sily F.
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Druhym vyznac¢nym bodem, ktery se limitné ztotozni s bifurkacni hodnotou fidiciho
parametru, je misto zrodu dvojice vétvi. Ozna¢me hodnotu sily pro tento bod Fi,., viz
obr. 3. Nachazi-li se systém ve stavu odpovidajicimu stabilni vétvi takto zrozené, pak
pii poklesu fidiciho parametru dojde pti dosazeni mista zrodu ke katastrofé — tzv. tvrdé
ztraté stability. Systém pfejde na stabilni vétev ,na strané imperfekce* a bez vnéjsiho
zasahu se jiz do stavu na opacné strané nevrati.

Jak bude ukadzano déale, hodnota F,, je na imperfekci velmi citliva. Proto ji lze vyuzit
jako vhodné méritko velikosti imperfekce.

Numericky model prutu

Pro ovéreni popsanych teoretickych zavért byl vytvoren diskrétni model slouzici k vypo-
¢tam velkych pfemisténi stihlych prutd, poprvé popsany v publikaci [Frantik 2004]. Prut
je v modelu reprezentovan zvolenym poc¢tem tuhych dilct s vnitinimi liniovymi pruzinami.
Dilce jsou vzajemné spojeny klouby s rota¢nimi pruzinami, viz obr. 4. Uzitou metodu lze
nazvat fyzikalni diskretizaci®. Zafazeni modelu do metod mechaniky prehledné uvadi stu-
die [Henrych 1985].

Obr. 4: Model prutu

Oba typy pruzin uvazujme jako linedrni. Potencialni energii £,, kterd se akumuluje
v téchto pruzinach lze zapsat ve tvaru:

ny nf
E, = ; (’fl > dlF + ky ZCM?) : (2)
i=1 i=1
kde n; je pocet liniovych pruZin, n je pocet rotacnich pruzin, k; je tuhost liniovych pruZin,
k¢ je tuhost rotacnich pruzin, dl; je protazeni ¢-té¢ho dilce a dy; je natoceni rotacni pruziny
(vzajemné pootoceni dilci, které pruzina spojuje). Predpokladejme, Ze deformaéni stav
modelu prutu jednozna¢né urcuji polohy vSech jeho kloubti. Nechf je poloha kazdého
kloubu déana dvojici soufadnic (z;,y;), kde i je index kloubu. Pro protazeni liniové pruziny
dl; 1ze pak psat:

diy =141, l;= \/($z‘+1 —2)* + (Yir1 — ¥i)?, (3)

6Fyzikalni diskretizaci se mysli vytvofeni takového modelu konstrukce, ktery je svou podstatou dis-
krétni, ovSsem lze jej chapat jako moznou redlnou strukturu. Protéjskem je diskretizace matematicka, kdy
se spojity problém diskretizuje parametrizovanymi funkcemi (tj. superpozici funkei s koneénym poctem
parametrii).
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kde [ je ptivodni délka dilce (dilec bez napéti) a [; je délka dilce po deformaci. Pro poo-
toceni rotacni pruziny dyp; lze psat:
dpi = piy1 — @i, sing; = w, (4)
(2
kde ¢; je pootoceni i-tého dilce. Ze vztahi (3) a (4) je patrné, Ze je uZita geometricky
presna formulace modelu. Lze dokazat, Ze odezva modelu konverguje k presnému feseni
[Rzanicyn 1955], pokud zvySujeme pocet dilci a tuhost liniovych pruzin.

Model lze feSit napriklad Newtonovou itera¢ni metodou s uzitim numerické derivace
potenciélni energie E,. Dodejme, Ze obohaceni modelu o zatiZeni a imperfekci’ 1ze snadno
provést rozsifenim vztahu (2) o jejich energetickou bilanci.

Na obr. 5 jsou vidét vypoctené zavislosti vzepéti prutu w na vzpérné sile F' véetné vlivu
imperfekce. Imperfekce je urcena pomoci vzepéti prutu wy, ktery neni zatizen vzpérnou
silou F. Jeho hodnota je v grafu uvadéna bezrozmérné. Rzanicynovu presnému feSeni
odpovida funkce s nulovou velikosti imperfekce. Inflexni body funkci, respektive extrémy
prvni derivace funkci, jsou zvyraznény puntiky.
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Obr. 5: Graf vzepéti prutu s imperfekci v bezrozmérném tvaru. Velikost imperfekce prutu

je dana pomérem “° (v promile), kde wy je vzepéti nezatizeného prutu

Nakolik je poloha inflexniho bodu Fj, a poloha zrodu dvojice vétvi F,, zavisla na
velikosti imperfekce, ukazuje obr. 6. Je vidét, ze pro malé imperfekce je hodnota Fj,
prakticky shodna s hodnotou kritické sily. Z grafu je patrné, ze se poloha inflexniho bodu
F;, jen malo lisi od bifurkacni hodnoty F,, i pfi imperfekci odpovidajici prohnuti prutu
vice nez jeden a pil centimetru na délku jeden metr. Jinak je tomu u hodnoty F,, popisujici
polohu zrodu. Funkce F,.(wg) zFejmé nemd pro nulovou imperfekei derivaci.

"Imperfekce je v pouZitém modelu reprezentovana pomoci sily piisobici uprostfed prutu ve sméru osy
Yy, viz obr. 4.
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Obr. 6: Graf zavislosti polohy inflexe a zrodu na velikosti imperfekce

Zavér

V prispévku bylo pojednano o nelinearnich systémech s vidlickovou bifurkaci a vlivu im-
perfekce na jejich chovani. Pomoci diskrétniho nelinearniho modelu vzpiraného prutu bylo
ukazano, ze pro méreni kritické sily imperfektovaného systému lze uzit polohu inflexniho
bodu zavislosti vzepéti prutu na velikosti vzpérné sily. Velikost imperfekce systému lze
stanovit pomoci polohy zrodu stabilni a nestabilni vétve.
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