MODELOVANI ,ZTRATY STABILITY PRUTU
KROUCENIM PRI OSOVEM TLAKU

Petr Frantik

1. UVOD

v v

popisu, tak i pfi numerickém feSeni. Vime, Ze ztrata stability znamena dosaZeni kritického
bodu (Casto se jednd o tzv. bifurkaci) v némz konstrukce piechazi na novy stav prudkym
pfechodovym jevem, ktery nazyvame katastrofou, viz Arnold (1983). Pro vypocet deformaci
pruznych konstrukci pii dosazeni a prekroceni bifurkacnich bodii si jiz nevystacime
s linearnim popisem a to i v piipadé, uvazujeme-li linearni chovani materidlu. ZvIlasté pii
sledovani pokritického ptisobeni je tieba uzit uplny geometricky model, ktery bez zanedbani
vystihuje podstatné aspekty tlohy. Takovy model je pak zpravidla silné nelinedrni a jeho
analytické feSeni je vétSinou velmi obtizné.

Obtiznost tlohy se objevuje 1 pii jejim numerickém feSeni. Tradi€ni metody pro
diskretizaci kontinua, z nichz nejpouzivanéjsi je metoda konecnych prvkl, se ukazuji jako
neefektivni, jak z hlediska sloZitosti vypoctu, tak i1 z hlediska casové naro¢nosti. Objevuje se
zde prostor pro alternativni metody, vice zaméfené na typické rysy pokritickych uloh.
Zajimavy piehled alternativnich metod uvadi studie Henrych (1985). Inspiraci lze rovnéZz najit
v teorii nelinedrnich dynamickych systému, viz napt. Macur (1995), kterd méla stézejni vliv
na vznik déle popsané¢ho modelu.

Jelikoz je povaha pokritického pisobeni silné€ nelinearni, vznikd moznost existence
vice nez jediného vysledného stavu. Pti statickém feSeni pokritické llohy miize byt nalezeny
stav navic stabilni nebo nestabilni. Vzhledem k obvyklé vnitini nepiedvidatelnosti procesu
ztraty stability tak vznika velmi narocny problém ovéfeni spravnosti dosazenych vysledk
ipfi “stabilnim” vypocetnim postupu. Pomoci dynamické simulace ulohy se nékterych
z téchto popsanych té€zkosti vyvarujeme. Jako ptiklad komplikovanosti pokritickych tloh lze
nabidnout studii Frantik (2005) o moznych stavech tzv. vzpéradla, nazyvané¢ho rovnéz von
Misestv nosnik, viz také BaZzant a Cedolin (1991).

2. ULOHA

Jeden z moznych zplisobu ztraty stability pfimého prutu konstantniho prifezu zatizeného
osovym tlakem je vyboceni kroucenim (angl. axial-torsional buckling, viz napt. Bazant
a Cedolin 1991). Pri¢inou takového vyboceni muze byt zabezpeceni prutu proti ohybu.
Ptispévek si klade za cil seznameni s podminkami modelovani tohoto jevu a dosazenymi
vysledky.

M¢jme pfimy prut konstantniho prifezu tvaru rovnoramenného L-profilu z linearniho
materidlu (tj. jednoose symetricky prafez, ktery nema totoznou polohu stfedu smyku
jeho stfednice lezi mimo hmotu prutu. Uvazujme piipad, kdy pro délku prutu L a Siiku
prafezu b plati L =5b. Prut zatizime osovym tlakem a zabezpecCime jej proti vyboceni
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ohybem. Otazka tohoto zabezpeceni neni jednoducha. Pozadujme, aby stfednice prutu
zlstavala pfimd i1 po deformaci, viz obr. 1.

Obr. 1 Tlaceny L-profil s vyznacenou stiednici

Uvazované zplisoby zabezpeceni lze rozdélit do tii skupin:

e Profil se ve zvolené siti vybavi vyztuznymi deskami tak, aby nedochazelo ke zméné tvaru
prafezu; v misté stfednice budou desky opatfeny posuvnym loziskem, viz obr. 2a;

e Zvrcholu L-profilu se spusti do stiednice tuhé sloupky s posuvnym loziskem; zména
tvaru prifezu se neuvazuje, viz obr. 2b;

e Profil bude opatfen aktivnimi konstrukénimi prvky sledujicimi zmény tvaru prifezu tak,
aby posuvné lozisko bylo umisténo vzdy v tézisti dan¢ho prafezu (vyzaduje
mechatronické prvky);

a) b)

Obr. 2 Varianty zabezpeceni prutu proti vyboceni ohybem

Pozadavek piimosti stiednice prutu i po deformaci zdivodnuje duilezitost nepiitomnosti
hmoty prutu na stfednici. V opacném piipadé je vyboceni prutu kroucenim hiife podminéné.
Hmota na fixované stfednici znesnadnuje vyboceni prutu.

Pro simulaci ztraty stability byla uzita varianta vyztuznych desek se zabranénim
zmény tvaru prifezu. Tato varianta zjednoduSuje modelovani a navic eliminuje efekty
zpusobené zménou prurezu, které jisté danou situaci zkomplikuji.

3. MODEL

Model ulohy je zaloZzen na fyzikdlni diskretizaci prutu. Fyzikalni diskretizaci myslime
nahrazeni spojitého pruzného kontinua soustavou nehmotnych pruzin (obecnéji i hmotnych)
spojujicich hmotné body (obecné¢ji hmotné tuhé elementy), jejichz stav 1ze popsat diskrétni
mnozinou stavovych proménnych. Predpoklddame, Ze chovani takového modelu vystihuje
podstatné rysy ulohy pfi nizSich narocich na vypocetni i casovou slozitost.

Na obr. 3 je znazornéno rozdéleni L-profilu na dilce, v jejichz vrcholech jsou umistény
hmotné body. Zatizeni osovym tlakem je provedeno pomoci trojice sil na volnych koncich
modelu prutu. Trojice sil mé vyslednici na stfednici prutu i v ptipadé zmény tvaru priifezu.
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Obr. 3 Model L-profilu a jeho zatiZeni

Kazdy dilec, ze kterého se model prutu sklada, obsahuje vnitini pruziny, jejichz schémata jsou
zobrazena na obr. 4. Jednd se o liniové pruziny zajiStujici normalovou tuhost a pienos
ohybovych momenti (viz dale), smykové pruziny pro pfenos smyku v rovin¢ dilce a torzni
pruziny pro vytvoreni kroutici tuhosti dilce.

liniové pruziny smykové pruziny torzni pruziny

Obr. 4 Model L-profilu a jeho zatizeni

Jiz bylo zminéno, ze liniové pruziny plni rovnéz funkci pfenosu ohybovych momentt. Proto
jsou zndzornény na obr. 4 jako teleskopické tyCe. Mnozinu pruzin je totiz tieba doplnit rotacni
pruzinou zajistujici vzajemnou ohybovou tuhost dvou spojenych dilcii. Znazornéni této
pruziny a jeji napojeni na teleskopické tyce je vidét na obr. 5.

ohybové pruziny

Obr. 5 Rotacni pruziny pro prenos ohybu

Vsechny typy popsanych pruzin jsou v modelu uvazovany jako linedrni, pfi¢emz je pro
definici jejich napjatosti uzit uplny geometricky popis, viz publikace Frantik (2006).
Mnozina popsanych pruzin ziejm¢ vytvari Gplny model prutu reflektujici jeho ptetvarné
vlastnosti.

Model je formulovéan jako disipativni dynamicky systém s polynomidlnim visk6znim
Gtlumem, viz Frantik (2006), feSeny numericky klasickou metodou Runge-Kutta. Uloha je
tedy formulovana dynamicky stim, Ze staticky stav je obdrZzen po ustdleni systému do
klidového stavu. Vyznam dynamického fteSeni, jak bylo zminéno v Gvodu, ve vyssi
spolehlivosti nalezeni spravnych klidovych stavi.



Zabezpeceni stfednice prutu je provedeno pomoci piridavnych liniovych pruzin
napojenych na trojici hmotnych bodii v kazdém prifezu prutu, viz obr. 6. V misté stfednice
prutu jsou pruziny napojeny na hmotné body s jednim stupném volnosti ve sméru stfednice.

Obr. 6 Zabezpeceni nepromenlivosti polohy strednice prutu

4. SIMULACE

Pro sledovani ztraty stability kroucenim L-profilu okolo jeho stfednice byla provedena
numerickd simulace s vySe popsanym modelem s deseti dvojicemi vzajemné kolmych dilct,
viz obr. 7. Jeho parametry byly nastaveny tak, aby normalovd a smykova tuhost byla
dostatecné vyS$i nez tuhost v krouceni a v ohybu. Parametrizace studie je provedena
prostiednictvim fidiciho parametru zatézovani, kterym je vzpérna sila F. Vlastnosti prutu jsou
tak uréeny pouze hodnotou kritické sily F,., pii které prut vybo&i kroucenim okolo stiednice’.

Obr. 7 Nevyboceny L-profil (dva vzdajemné kolmé pruméty)

Obr. 8 Vyboceny L-profil F=2.5F, (dva vzdjemné kolmé prumeéty)

? Teoretick4 hodnota této kritické sily nebyla v dostupné literatuie nalezena.



Simulace byla provedena nasledujicim zptisobem: Poc¢atecnim stavem byl nepfetvoieny prut
zatizeny silou F' =2.89F,. Vzpérna sila F' se pomalu linedrné¢ snizovala az na hodnotu
0.75F,.. Pokles vzpémé sily byl nastaven na hodnotu fadové 10° F, za ¢asovy krok (bylo
spocitano cca pil milionu ¢asovych kroktll). Trvani vypoctu simulace na béZném PC trvalo asi
6 minut’. P¥iklad tvaru vyboceného prutu je vidét na obr. 8

Na obr. 9 je vidét vypoctend zavislost vzajemného pootoceni koncovych prifeza prutu
okolo stfednice. Je tfeba zdiraznit, ze znazornéné grafy jsou vynaseny jako piimy vysledek
simulace. Nachazeji se zde i dynamické efekty. Pocatecni stav je v grafech patrny vzdy
vpravo na ose. Pii hodnoté vzpérné sily cca F' = 2.83F, doslo ke katastrofické ztraté stability
vybocenim prutu. Ustaleni do klidového stavu lze uvaZovat pii hodnoté cca F'=2.55F,,.
Dosazeni bifurka¢niho bodu — tzv. meékké ztraty stability — odpovida hodnota F = F,,.

70 7 .
= .
9]
ki\‘o: 60 -
]
Q
g2 504
g )‘E 40 A
Q
2 < 30-
S S
238
‘g DE 20 A
(o}
Qi‘é 10 1 :
\%3 = A L
> 0 T L7 I T T T 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-10 - F/F.,

Obr. 9 Zavislost vzajemného pootoceni koncovych priifezii prutu okolo stiednice
na velikosti vzpérné sily F

Na obr. 10 je zobrazena zavislost zmény délky praimétu prutu do jeho osy vlivem krouceni. Za
povSimnuti stoji jeji téméi linearni charakter. Tato vlastnost umoznila zpfesnéni stanovené
hodnoty kritické sily. Dalsi zajimavosti je zobrazeny ustalovaci d& na pocatku simulace
(v grafu zcela vpravo). Jedna se o dokmitavani z pocate¢niho nepfetvoreného stavu.
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Obr. 10 Zavislost zmény délky primétu prutu viivem krouceni na velikosti vzpérné sily F

3 Procesor Intel Centrino 1500 MHz.



Pro maximalni vyboceni prutu byla ovéfovana hodnota zmény tvaru prifezu prostiednictvim
zmény vzdalenosti koncti profilu, kterd ¢inila méné nez 4% vlivem ztraty rovinnosti vyztuzné
desky.

Z vysledkii simulace je rovnéZz patrné, ze priifezy se nataceji i v ose kolmé na stfednici
(spojnice vrcholu profilu a nejbliz§tho bodu na stfednici), viz obr. 8. Toto natoeni ma
podobnou zavislost na velikosti vzpérné sily jako pootoCeni prifezu okolo stfednice.
Pootoceni okolo stfednice je ptiblizné 12.4 az 14.1krat vétsi nez pootoceni kolem osy kolmé.
VEtsi hodnota odpovida vzpérné sile v blizkosti bifurka¢niho bodu a nizsi hodnota maximu
vzpérné sily v simulaci. Lze fici, Ze toto natoceni je hlavnim divodem ztraty stability, jelikoz
je zodpovédné za pokles piisobisté vzpérné sily, ¢imz se realizuje jeji pretvarna prace.

3. ZAVER

Ptispévek se zabyval modelovanim ztraty stability kroucenim pii osovém tlaku ptimého prutu
ve tvaru L-profilu kolem jeho stiednice. Vyboceni kroucenim bylo zajiSténo upevnénim
stfednice prutu pomoci vyztuznych desek, ¢imz se zabranilo i zménam ve tvaru prufezu prutu.

Pro dynamickou simulaci zvolené tlohy byl vytvofen specidlni model v duchu teorie
nelinearnich dynamickych systémt. Modelovani popsanou metodou fyzikalni diskretizace se
ukazuje vhodné pro analyzu siln¢ nelinedrnich systém, u nich je obtizné odhadnout, které
ptedpoklady jsou pro feSeni problému postacujici. Vyznamna je rovnéz jednoduchost
a efektivita numerického vypoctu oproti tradi¢nim vypocetnim metodam.

Prispévek ukazuje pocateni fazi vyzkumu tohoto typu ztraty stability. Zobecnéni
uvedenych zavért a srovnani vysledkli vypoctu s experimenty je zalezitosti budouci prace.
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