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MODELOVANI ZTRATY STABILITY STIiHLE DESKY
KROUCENIM PRI OSOVEM TLAKU

MODELLING OF AXIAL-TORSIONAL STABILITY LOSS OF A SLENDER PLATE

Petr Frantik'

Abstract

An analysed postcritical behaviour of a long plate is described in this paper. Postcritical
state is obtained by axial-torsional buckling of ideal symmetrical slender plate of elastic
material. Its poscritical behaviour is fruitful in number of possible states. Also
bifurcation diagrams are shown here. Analyses were provided by numerical simulations
with special model created by physical discretization.

1 Uvod

24

popisu, tak 1 pfi numerickém feSeni. Ztrata stability znamena dosazeni kritického bodu
(Casto se jedna o tzv. bifurkaci) v némz konstrukce pfechazi na novy stav prudkym
prechodovym jevem, ktery nazyvame katastrofou, viz Arnold (1983) [1]. Pro vypocet
deformaci pruznych konstrukci pii dosazeni ztraty stability si jiz nevystacime
s linedrnim modelem a to 1 v pfipad¢€, uvazujeme-li linearni chovani materialu. Zvlaste
pfi sledovani pokritického plsobeni je tfeba uZzit model, ktery nezanedbava zmény
geometrie konstrukce. I s timto pozadavkem muze byt model co do podstaty jednoduchy
a vystihujici klic¢ové aspekty ulohy. Analytickd feSitelnost takového modelu je ale
zpravidla velmi obtizna, jelikoz jeho popis obsahuje siln¢ nelinearni ¢leny.

Obtiznost uloh ztrat stability se objevuje i pii numerickém feSeni. Tradicni metody
pro diskretizaci kontinua, z nichz nejpouzivangj$i je metoda konecnych prvkil, se
ukazuji jako neefektivni, jak z hlediska slozitosti vypoctu, tak i z hlediska cCasové
narocnosti. Objevuje se zde prostor pro alternativni metody, vice zamétfené na typické
rysy pokritickych uloh. Ptehled alternativnich metod uvadi studie Henrych (1985) [2].
Dilezitou roli hraje zména piistupu k analyze téchto uloh ve smyslu nelinearnich
dynamickych systémd, viz napt. Macur (1995) [3]. Cilem je nalézt model, jehoz chovani
se bude kvalitativn¢ shodovat s modelovanou ulohou. Kvantitativni kritéria shody zde
nejsou tak podstatna.

Jak je déle uvedeno, vybrand uloha vykazuje typické rysy siln¢€ nelinearniho systému.
Dochazi ke katastrofam, objevuji se bifurkacni body, existuje zde soucasné vice nez
jeden vysledny staticky stav.

2 Uloha

Ptimy prut konstantniho prifezu zatizeny osovym tlakem miize ztratit stabilitu diky
vyboceni kroucenim (angl. axial-torsional buckling, viz naptf. Bazant a Cedolin 1991
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[4]). Pro Uplnost poznamenejme, Ze v ¢lanku (Frantik 2006) [5] byla modelovana ztrata
stability kroucenim u jednoose symetrického L-profilu. Zde se pozornost vénuje prutu ve
tvaru tenkého pasu — desce o rozméru 1.0 krat 0.2 metru, viz obr. 1. Pfi¢inou vyboceni
desky kroucenim mutze byt jeji nizkd kroutici tuhost, nebo zabezpeceni proti vyboceni
ohybem (stfednice deskového prutu zlstava piima).
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Obr. 1: Centricky tlaceny deskovy prut

Deskovy prut je uvazovan o hmotnosti m = 1 kg z linedrniho materialu s normalovou
tuhosti E4 =1 MN.m"', smykovou tuhosti v roving desky G4;=0.1 MN.m"', ohybovou
tuhosti ve sméru kolmém na rovinu desky E/ =100 Nm.rad™' a tuhosti v krouceni okolo
stiednice GI,= 10 Nm.rad™.

3 Model

Model deskového prutu je zalozen na fyzikalni diskretizaci. Fyzikdlni diskretizaci
myslime nahrazeni spojitého pruzného kontinua soustavou pruzin (nehmotnych, popf.
obecnéji hmotnych) spojujicich hmotné body (obecnéji hmotné tuhé elementy), jejichz
stav Ize popsat diskrétni mnozinou stavovych proménnych. Piedpokladame, ze chovani
takového modelu vystihuje podstatné rysy ulohy pfi nizSich narocich na vypocetni
1 ¢asovou slozitost.

Na obr. 2 je zndzornéno rozdéleni deskového prutu na obdélnikové dilce, v jejichz
vrcholech jsou umistény hmotné body. Zatizeni osovym tlakem je provedeno pomoci
rovnomérné rozloZzenych sil, plisobicich ve sméru stfednice nezdeformovaného prutu, na
jeho volnych koncich, viz obr. 2. Centralni hmotné body se mohou pohybovat pouze ve
sméru stiednice deskového prutu. Ackoliv tato okrajovd podminka neni postacujici
k zajisténi statické urcitosti ulohy, neni vhodné dal$i podminku pfidavat z divodu
symetrie dynamickych jevi.
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Obr. 2: Model deskového prutu

Kazdy obdélnikovy dilec, ze kterého se model prutu skladd, obsahuje vnitini pruZziny,
jejichz schémata jsou zobrazena na obr.3. Jedna se o liniové pruziny zajistujici
normalovou tuhost a pfenos ohybovych momentii mezi hmotnymi body (viz dale),
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smykové pruziny pro pfenos smyku v roviné dilce a torzni pruziny pro zajisténi kroutici
tuhosti dilce.

liniové pruziny smykové pruziny torzni pruziny

Obr. 3: Schémata vnitinich pruZzin dilce

Jiz bylo zminéno, Ze liniové pruziny plni rovnéz funkci pfenosu ohybovych momentt.
Proto jsou znazornény na obr. 3 jako teleskopické tyCe. Mnozinu pruzin je totiz tfeba
doplnit rotacni pruzinou zajistujici vzajemnou ohybovou tuhost dvou spojenych dilcti.
Znazornéni této pruziny a jeji napojeni na teleskopické tyce je videt na obr. 4.

®

®
ohybové pruziny

Obr. 4: Schéma rotacni pruziny pro pienos ohybu

Vsechny typy popsanych pruzin jsou v modelu uvazovany jako linedrni, pfi¢emz je pro
definici jejich napjatosti uzit uplny geometricky popis, viz publikace Frantik (2006) [6].
Mnozina popsanych pruzin zifejmé vytvaii model prutu reflektujici vSechny podstatné
ptretvarné vlastnosti.

Model je uvazovan jako disipativni dynamicky systém s polynomidlnim viskéznim
utlumem, viz (Frantik 2006) [6], feSeny numericky klasickou metodou Runge-Kutta.
Uloha je tedy formulovana dynamicky s tim, Ze staticky stav je obdrZen po ustaleni
systému do klidového stavu.

4 Simulace

Deskovy prut byl pro ucely numerické simulace rozdélen na 8 krat 20 dilct (vyssi pocet
dilcd je po délce deskového prutu). Jedinnym proménlivym a zdroven fidicim
parametrem je velikost vyslednice osovych sil F, diky které je prut osové tlacen. Ziskani
riznych stavil pro stejnou hodnotu sily F' lze ovlivnit pocate¢nimi podminkami ulohy
nebo zplisobem nanaseni zatizeni.

Provadéni simulaci mélo za cil zjistit, jakych pokritickych statickych stavii je po
ztraté stability dosahovano, a jak tyto stavy pfechazeji jeden do druhého pii zméné
zatézujici sily F.

4.1 Pokritické stavy

Mozné pokritické stavy byly hledany nasledujicim zplGsobem: Model prutu je
v pocatecnim okamziku umistén do prostoru s nulovou rychlosti, prakticky nenapjaty,
zatizeny plnou silou F. Pravé jeden jeho rohovy hmotny bod je umistén mimo
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rovnovaznou polohu v nenapjatém stavu. Tato pocatecni poloha se odliSuje od
rovnovazné pouze o hodnotu fadové 10" krat mensi nez je délka prutu. Ugelem této
podminky je zavedeni velmi malé dynamické nesymetrie. Jinak totiz model nevybo&i’.
Simulace probihé tak dlouho, dokud neni nalezen staticky stav.

Nalezené stavy lze rozd¢lit do dvou kategorii: na symetrické a nesymetrické. V kazdé
kategorii se stavy dale odlisuji podle poctu vin, které se po vyboceni vytvofti. Stavy byly
hledany v rozsahu sily F'=3 az 14 kN. Ptehled je vidét na obr. 5, jejich vyskyt v tab. 1.

symetrické nesymetrické
1 =><
2K 0 >T>
IXOCK 3 X
4 XX

Obr. 5: Rozdéleni pokritickych tvari

Z tabulky 1 je patrné, Ze index dosazeného tvaru stoupa s velikosti sily . Nicméné& napf-.
pro silu F = 13 kN se prut ustélil do tvaru s indexem 1. V tomto smyslu bude zfejmé
obtizné popt. nemozné piedvidat do jakého tvaru se systém za danych podminek ustali.

SilaF[kN] | 3 |4 |56 |7 |89 |10|11|12]|13]|14
Tvar 12|23 |3(2a|2a| 4|4 |3 |1]3a

Tab. 1: Dosazené pokritické tvary pro riznou silu ¥

Pro uptfesnéni uved’'me, ze schémata tvart na obr. 5 jsou ptiblizna v tom smyslu, ze pii
zvétSovani sily F budou vypadat v primétu jinak. Dopliime, Ze tvary s vice vlnami
nejsou spiralovité zatoCené, jak se z prumétu zda. Pro lepSi pfedstavu je na obr. 6
zobrazen symetricky tvar s indexem 4 dosazeny pfi sile 7= 10 kN.
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Obr. 6: Symetricky tvar s indexem 4 pfi sile = 10 kN (v¢etn¢ pudorysu)

% Tento fakt je svizan s umisténim a orientaci deskového prutu v konkrétnim soufadném systému v pogitadi.
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Symetrické tvary s lichym indexem maji proménné vzijemné pootoceni koncovych
prafezi deskového prutu okolo stiednice, typicky nenulové. Sudé symetrické tvary se
naopak vyznacuji nulovym vzajemnym pootocenim koncovych prifezi, viz obr. 6.

U prvnich dvou symetrickych tvari byla pomoci simulace métena kriticka sila. Prvni
symetricky tvar ma kritickou silu F; = 597 N. Druhému symetrickému tvaru odpovida
kriticka sila F,,» = 789 N.

Specialni pozornost si zasluhuji oba nesymetrické tvary. V simulaci vznikaji ztratou
symetrie tlohy z vys$sich symetrickych tvart. Nesymetricky tvar 2a (viz obr. 7) vznika
ze symetrického tvaru s indexem 4. Nesymetricky tvar 3a (viz obr. 8) zifejmé vznikd ze
symetrického tvaru s indexem 5.
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Obr. 7: Nesymetricky tvar s indexem 2a pfi sile F= 8 kN

Obr. 8: Nesymetricky tvar s indexem 3a pfi sile F =14 kN

4.2 Bifurka¢ni diagramy

Pro zjiSténi névaznosti jednotlivych pokritickych stavli byly provedeny simulace, pfi
kterych se zatéZovaci sila F plynule ménila. Na pocatku byla nastavena sila F' na urcéitou
hodnotu, kterd se v case linearné snizovala k nule. Doba simulace byla pokazdé
nastavena na 3 sekundy. Jako stavovd proménna pro vynaseni bifurka¢nich diagrami
bylo vzato pootoceni koncovych prifezil prutu.

Vysledkem simulaci je zjisténi, ze jednotlivé liché tvary pfi ztraté stability preferuji
pfechod na nizsi liché tvary a sudé naopak. Zmapované piechody jsou zndzornény na
obr. 9. Pislusné bifurka¢ni diagramy je mozno vidét na obr. 10 a 11.
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Obr. 9: Prechody mezi pokritickymi tvary pfi snizovani sily ¥
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Obr. 10: Bifurkacni diagram pfechodi 3a-3-1 (snizovani sily F° z hodnoty 15 kN)
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Obr. 11: Bifurkaéni diagram ptrechodii 4-2a-2 (snizovani sily F z hodnoty 18 kN)

Z divodu Casové narocnosti jsou bifurkacni diagramy neptfesné diky dokmitavani prutu
pii nahlych zménach stavu. I piesto v nich Ize snadno rozpoznat bifurka¢ni body a nahlé
katastrofické prechody mezi pokritickymi tvary.

Simulace v ptfipadé digramu na obr. 10 probihala néasledovné: Prut po zatizeni silou
F =15 kN nahle vybocil a ustélil se do nesymetrického tvaru 3a. Po sniZeni sily F pod
hodnotu asi 13.7 kN nastal pad na symetricky tvar 3, ktery byl stabilni az do hodnoty cca
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4.8 kN. Poté doslo k ptechodu na symetricky tvar 1. Pfechod mezi symetrickymi tvary
probiha jako zénik jedné viny. Nakonec doslo k ptekroCeni bifurka¢niho bodu
F.1 =597 N, pfi kterém se prut ustali do pfimého tvaru (prekriticky stav).

Simulace dokumentovand digramem na obr. 11 méla nasledujici pribéh: Prut po
zatizeni silou F' = 18 kN se po vyboceni ustélil se do symetrické¢ho tvaru 4. Po snizeni
sily F pod hodnotu asi 8.4 kN nastal pad na nesymetricky tvar 2a, ktery byl stabilni az
do hodnoty cca 3.4 kN. Poté doslo k pfechodu na symetricky tvar 2, ktery zlstal stabilni
do dosazeni bifurkaéniho bodu F,,> = 789 N. Piekroceni bifurka¢niho bodu mohlo vést
k vyboceni do symetrického tvaru 1, ovSem k této udéalosti nebyl dostatek casu vzhledem
k dokmitavani prutu a relativn€ rychlému snizovani zat¢zujici sily.

5 Zavér
V ¢lanku byly prezentovany vysledky numerickych simulaci pokritického ptisobeni
prutu ve tvaru $tihlé desky zatizeného osovou tlakovou silou, ktery vybocuje kroucenim.
Prut byl reprezentovan pomoci specidlniho modelu vzniklého fyzikalni diskretizaci.
Uloha se ukazala jako velmi bohata na mozné pokritické stavy. Nalezené stavy byly
rozdéleny do dvou kategorii na symetrické a nesymetrické. Analyzovaly se rovnéz
pfechody mezi témito stavy, které probihaly jak katastrofickym zplisobem, tak zanikem
v bifurkacnim bodu.
Charakteristickd vlastnost této ulohy je obtizna identifikace pokritického tvaru,
zejména s ohledem na mozné nesymetrické tvary a jejich vznik/zénik. Poznamenejme,
ze diky bohatosti, 1ze ocekdvat zajimavé rozlozeni plochy potencidlni energie systému.
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