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IMPLEMENTACE STENOVEHO KONECNEHO PRVKU
PRO VYPOCET VELKYCH DEFORMACI

IMPLEMENTATION OF WALL FINITE ELEMENT
FOR A LARGE DISPLACEMENTS PROBLEM

Petr Frantik', Ji¥i Macur?

Abstract

This paper is focused on implementation of common quadrilateral finite element adapted
for solving of large displacements problems in structural mechanics. There are some
discovered issues which had to be solved.

1 Uvod

Clanek se zabyvd podrobnym popisem implementace tradiéniho linearniho
lagrangeovského sténového kone¢ného prvku pro potieby vypoctu velkych deformaci.
Upfesnéme, ze deformacemi mame na mysli velkd posunuti uzli popt. velké pootoceni
prvku jako celku, nikoliv velkd pomérnd ptetvoreni materidlu prvku.

Popsanou techniku lze pravdépodobné suspéchem pouzit rovnéz pro analogické
ptipady, naptiklad prostorové konecné prvky.

2 Koneény prvek

Jednd se o izoparametricky prvek se Ctyfmi uzly vrozich obecného konvexniho
¢tytuhelnika, viz obr. 1. Nésledujici popis prvku byl vytvofen diky voln¢ dostupnému
zdroji [1]. Jak jiz napovida obrazek, prvek je transformovan do lokdlniho soutadného
systému ¢ pomoci tzv. tvarovych funkci N, které zaroven slouzi pro aproximaci
neznamého tfeseni, zde konkrétné funkci posunuti bodt u a v.

1™

Obr. 1: Ctytthelnikovy prvek v globalnim (vlevo) a lokalnim (vpravo) soufadném systému

Téchto tvarovych funkci je prave tolik, kolik mé prvek uzli. Jejich vyjadieni mize byt
napftiklad nasledujici:
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1
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Globalni soufadnice x y lze diky témto funkcim spocitat dosazenim do vyrazi:
x=Nx o+ Nyx, o+ Nyxs o+ Nyxy, )

y= N1y1,0 +N2y2,0 +N3)’3,0 +N4y4,oa

kde x;0 yio jsou souradnice uzli nedeformovaného prvku, ¢islované proti sméru chodu
hodinovych ruc¢i¢ek. Obdobné& 1ze psat vyrazy pro aproximace posunuti:

u=Nu, +Nyu, + Nyu; + Nu,, 3

v=Npy +N,yv,+Nv; + N,v,, ®)
kde u; v; jsou ptislusna posunuti uzli. Pouziti stejnych funkei pro aproximaci neznamého
feSeni a pro transformaci soufadnych systémil je divodem, pro¢ se takové prvky
oznacuji jako izoparametrické.

Analyzou tohoto prvku ziskdme vztahy mezi uzlovymi posuny a uzlovymi silami,
které prehledné popisuje tzv. matice tuhosti prvku K°, nezavisla na zatiZeni a deformaci
prvku (prvek je linedrni), definovand vyrazem:

F =K‘u, 4)
kde F je vektor uzlovych sil a u je vektor uzlovych posunt, viz obr. 2.

Obr. 2: Uzlova posunuti (vlevo) a uzlové sily (vpravo)

3 Velké deformace

Problémem velkych deformaci pifi soucasnych malych pomérnych pietvorenich
materialu prvku je ptfedev§im pootoceni prvku. Postup, ktery je zde navrzen, vychazi ze
dvou ptedpokladi:
1) Pro nenapjaty prvek musi vychazet nulové uzlové sily pfi jeho libovolném
posunuti a pootoceni jako celku.
2) Pro napjaty prvek nesmi byt velikost uzlovych sil zavisla na jeho pootoceni
(smér sil je pochopitelné zavisly).
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Po implementaci prvku se ukazala nutnost formulovat dalsi dva predpoklady, které
musi byt splnény, aby se prvek choval konzistentné: velikost uzlovych sil nesmi byt
zavisla na definici prvku ve smyslu zvoleni prvniho uzlu. A dale prvek musi byt zatizen
momentem sil, ktery odpovidd zaporn¢ vzatému celkovému momentu uzlovych sil
nanesenych na uzly deformovaného prvku (korekce nesplnéni podminky rovnovahy).
Reseni téchto predpokladii bude popsano v nasledujicich samostatnych kapitolach.

Prvni dva ptedpoklady lze snadno vyftesit tak, Ze se na prvku urci dva ,,pevné* body,
které¢ budou definovat smérovy vektor. Tato dvojice bodi musi byt jednoznacné¢ dana
polohou uzll, jelikoz jejich poloha je jedind informace o deformaci prvku, kterou
dostavame od objektu, ktery fesi ulohu (iteracni nebo dynamicky feSici mechanizmus).
Nejjednoduseji se nabizi nasledujici dvojice bodd, viz obr. 3:

e koncové uzly nekteré strany prvku,

e jedna ze dvou diagonal prvku,

e jeden ze dvou tzv. bimediana prvku.

Dodejme, Ze bimedidn je Usecka spojujici stiedy protilehlych stran ctyfthelniku,
podrobnéji viz napt. [2].

Zvoleni nékteré strany pro definici smérového vektoru mé oproti ostatnim feSenim
nevyhodu v dvojnasobném poc¢tu moznosti. Zbyla dvé feSeni maji rovnéz Ctyfi moznosti,
ale vzdy dvé€ z nich jsou vzdjemné zaménitelné.

Obr. 3: Trivialni moznosti jak definovat smérovy vektor prvku (zleva doprava: strana,
diagonala, bimedian)

Mame-li takto definované smérové vektory, mulzeme provést transformaci
nedeformované¢ho ideformovaného prvku. Poznamenejme, Ze transformaci
nedeformovaného prvku provadime pouze jednou. Soufadnice nedeformovaného prvku
tak plni roli referen¢niho stavu. Transformaci v tomto pfipadé myslime pootoceni prvku
tak, aby smérovy vektor byl rovnobézny s osoux. Transformaci provedeme podle
vyrazu:

Xy =(X—x)cosa+(y—y)sina, )

Viase = —(X=x)sine +(y - y)cosa,
kde a je uhel smérového vektoru. VSimnéme si, Ze je zde proveden rovnéz posun, a to
z dvodu numerické stability vypoétu. Uhel a smérového vektoru neni nutné vyéislit,
jelikoz lze z jednoduchych vyrazii stanovit:

singg =2t~ Ye

[
X, —X
[

kde x, y, je pocatecni bod smérového vektoru, x; y, je jeho koncovy bod a / je velikost
vektoru (délka), pro kterou plati:

(6)

a
5

Cosx =
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2 2
L=, =x,)" + (0, =3, (7
Po provedeni této transformace mliZzeme vypocitat aktualni uzlova posunuti jako prosty
rozdil mezi souradnicemi deformovaného a nedeformovaného prvku:

ui = xi,base - xO,i,base’

vi = yi,base - yO,i,base’
kde index base oznacuje prvek se smérovym vektorem totoznym s osou x a index 0
oznacuje referencni stav (nedeformovany prvek). Tato posunuti u v lze dosadit do
vyrazu (4), ktery nam poskytne velikosti uzlovych sil Fp,. Tyto uzlové sily je poté
nutné transformovat zpét do ptiivodniho soutfadného systému pomoci vyrazu:

(8)

Fx = Fx,base cosa — Fy,base sin«, (9)
F,=F ,.sma+F,k  cosa.

Témito silami pak fesici mechanizmus zatizi dané uzly.

4 Vynucena symetrie

Implementaci vySe popsaného postupu lze snadno zjistit, Ze vysledné uzlové sily
deformovaného prvku budou zaviset na zvoleném smérovém vektoru. Odchylka mezi
silami bude umérnad deformaci prvku, ptesnéji velikosti jeho zkoseni. Tato zavislost se
negativné projevuje pii zmeéné prvniho uzlu prvku (mame celkem c¢tyfi moznosti volby
prvniho uzlu), viz obr. 4.

3 2 1 4
4 3 2 1
2 1 4 3
1 4 3 2
Obr. 4: Ctyfi variace vybéru prvniho uzlu

Pti definici smérového vektoru pomoci diagonaly nebo bimedidnu tak mame dvé mozné
konfigurace, tj. dva rizné vektory uzlovych sil. Byly navrzeny a testovany dva postupy,
jak se vyhnout tomuto rozdilu:

1) primérovani; jsou vytvofeny dva prvky s poloviéni tloustkou, s posunutym

prvnim uzlem (obr. 4, prvni a druhy ptipad zleva),

2) vybér smérového vektoru podle vhodného absolutniho kritéria.
Jako kritérium je zde pro druhy postup vzata za smérovy vektor ta diagonala, kterd je
delsi u nedeformovaného prvku. Pokud jsou obé stejné¢ dlouhé (obdélnikovy prvek),
vezme se ta, kterd je v aktudlnim stavu deformovaného prvku delSi. Tento postup
vychéazi z analogické situace, kterd vznikd v pocitacové grafice. Jedna se o ulohu
vykresleni usecky v rastru. Algoritmus kreslici ¢aru se orientuje podle osy rastru, se
kterou useCka svirda mensi thel, viz napt. [3]. Dodejme, ze tento postup je oproti
prvnimu také vhodné&jsi z hlediska vypocetni narocnosti.

5 Podminky rovnovahy

Pivodni konecny prvek je odvozen za ptedpokladu malych deformaci. Dusledkem
tohoto ptfedpokladu je neplatnost podminek rovnovahy, pokud jsou zatézovany uzly
podrobené posunuti (uzlové sily pisobi fyzicky na uzly, které jsou posunuté vici
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referencnimu stavu). Tato situace vznikd u prvkl zatizenych zkosenim a zplsobuje
neplatnost pouze momentové podminky rovnovahy. Vznika zde nenulovy moment.
Piimocarym feSenim této situace je zatizeni prvku momentem stejné velikosti, opacného
sméru. Existuje zde mnoho zpusobd, jak toto zatiZeni realizovat, pfiCemz neni jasné,
ktery je nejvhodnéjsi. Uved'me ptiklady, z nichz nékteré reflektuji zvoleni smérového
vektoru:

e zatizeni uzld spojujicich urcitou stranu prvku dvojici sil (kolmych na onu stranu),

e zatiZeni uzll diagondly prvku dtto.,

e zatizeni uzli bimedianu prvku dtto.,

e zatizeni kazdé trojice uzli dvéma dvojicemi sil vytvarejici celkovy moment
odpovidajici momentu na prostiednim uzlu, vzniklého od konkrétniho posunuti
plsobisté uzlové sily.

V urcitém smyslu by optimdlni mohla byt posledni navrzena varianta, ktera zohlednuje
misto pivodu nerovnovahy.

6 Algoritmus vybraného reSeni

Pro ptehlednost doplnime konkrétni algoritmus, ktery je implementovan ve volné
dostupné Java aplikaci FyDiK2D [4]. Tato aplikace funguje na principu vypoctu
nelinedrnich pohybovych rovnic (nelinedrniho dynamického systému) pomoci
explicitnich numerickych metod. V tomto smyslu o ni lze uvazovat jako o vySe
zminéném feSicim mechanizmu. Pro upfesnéni: aplikace po jednotlivych krocich dava
k dispozici soutfadnice uzlli (hmotnych bodll) a pozaduje vraceni uzlovych sil (sil
zatézujicich hmotné body). Diferencialni rovnice, které aplikace fe$i, maji tvar:

dx; dv

i Xi Xi

=V ., = ,
da " dt  m,

dy; - dvyi i
da " dt om’

kde vy vy jsou slozky rychlosti hmotného bodu sindexem i, R, R, jsou slozky
vyslednice sil plsobici na tento hmotny bod, m; je hmotnost bodu a ¢ je Cas. Vice
o feseni viz napf. [5].

Algoritmus lze popsat nasledujicimi kroky:

=]

(10)

1) Inicializace vypoctu; Ziskani vlastnosti prvku a referenCnich soufadnic uzli
(nedeformovany stav).
a) Vypocet parametrii obou referencnich diagonal, tj. délky, sinti a kosinl jejich
uhli. Kazda diagonala reprezentuje jeden smérovy vektor referen¢niho stavu.
b) Transformace referen¢nich soufadnic pro ob¢ diagonaly.
¢) Vytvoreni dvojice referencnich prvki a sestaveni jejich matic tuhosti.
2) Opakované vypocty (cyklus simulace).
a) Ziskani aktualnich soufadnic uzli.
b) Vypocet parametrti obou aktudlnich diagonal, tj. délky, sint a kosinti jejich uhlt.
Kazda diagonala reprezentuje jeden smérovy vektor aktudlniho stavu.
¢) Nalezeni diagonaly ve smyslu kritéria popsaného vyse.
d) Transformace aktualnich soufadnic pro vybranou diagonalu (popsano podrobnéji
v ptedchozi kapitole).
e) Vypocet aktualnich posunuti uzla.
f) Vypocet aktualnich uzlovych sil a jejich transformace.
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g) Nalezeni momentové vyslednice sil M.

h) Vypocet dvou dvojic sil plsobicich na obé diagonély prvku a celkové tvoticich
zaporng€ vzaty moment M.

1) Pficteni dvojic sil k aktudlnim uzlovym siladm.

j) Ptedani uzlovych sil feSicimu mechanizmu.

7 Zavér

Clanek se vénoval implementaci b&Zné pouzivaného kone¢ného prvku pro potieby
vypo¢tu velkych deformaci. Ukézalo se nékolik dilezitych problémt, které tento
pozadavek zplisobuje. Konkrétné se jednalo o jednoznacnost urceni uzlovych sil
v zé&vislosti na volbé smérového vektoru a momentovou nerovnovahu v téchto uzlovych
silach vlivem uvazovani plisobist’ v uzlech ptretvorené¢ho prvku.

Bylo navrzeno nékolik pfimocarych technik, které uvedené problémy fesi s riznou
vypocetni efektivitou. Nejzajimaveéjsi z téchto technik je jednoznaény vybér smérového
vektoru podle vybraného kritéria, inspirovany z oblasti pocitacové grafiky.

Ackoliv se implementace zdd byt nyni funkéni, je tfeba poznamenat, Ze ji nelze
povazovat za elegantni ¢i optimalni feSeni dané¢ho problému.
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