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IDENTIFIKACE PRUREZU Z DYNAMICKYCH VLASTNOSTI PRUTU

CROSS-SECTION IDENTIFICATION FROM DYNAMICAL PROPERTIES OF BEAM

Petr Frantik'

Abstrakt

Clanek se vénuje problematice analytické i numerické inverzni analyzy priifezu prutu pii
znamych dynamickych vlastnostech. Je ukazano uplné analytické feSeni kubického
problému pro duty obdélnikovy priifez.
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Abstract

The paper deals with analytical and numerical inverse analysis of a beam of uniform
cross-section from known dynamical properties. Full analytical solution of the cubic
problem of a hollow rectangular cross-section is shown.
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1 Uvod

Abstrakce prutovych konstrukei na soustavy jednodimenziondlnich pruti vede
k dynamickym modeliim s parametry prifezu, z nichZ nelze jednoznacné identifikovat
jeho tvar. Tento inverzni problém se objevuje pii provadeéni teoretickych analyz
prutovych konstrukeci, jakymi jsou rtizné parametrické studie matematickych modeli.

2 Definice

M¢jme prut konstantniho praiezu, dané hmotnosti m, délky L, tvofeného materidlem
s hustotou p a modulem pruznosti E. Déale necht zname jeho ohybovou tuhost EI
(uvazujme velmi $tihly prut), ¢imz snadno uréime nutnou velikost momentu setrvac¢nosti
I (v anglické literatufe vhodngji oznadovaném jako druhy moment plochy). Ukolem je
najit geometrické parametry praiezu spliujici vyse uvedené hodnoty.

Takto definované uloha je stale pfili§ nejednozna¢na, proto se omezime na zvolené
geometrické tvary prafezu. Pro obdélnikovy praiez Sitky b a vysky 4 plati:

m = pLbh,
JELYE (1
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Z téchto dvou rovnic snadno odvodime vyrazy:

3
b=\
p )
L [12Lpl
m

Zajimavéjsi situace vznikne v pifipadé uvazovani dutého prifezu obdélnikového tvaru,
tzv. RHS (rectangular hollow section), popt. jeklu (viz také jazykovédna publikace [1])
s danou tloustkou stén :

m = p L(bh—(b—26)(h—21)),

I= é(b}ﬁ —(b=20)(h—21)"). 3)

kde b a h jsou vngjsi rozméry profilu (zanedbejme piipadné zaobleni hran). Ackoliv
ziejmée neocekavame potize, je nalezeni feSeni téchto podminek, jak ukaZzeme, nesnadné
a dokonce nejednoznacné.

3 Numerické reseni

Nejprve zkusime nalézt numerické feSeni pro parametry: hmotnost m = 0.05 kg, délka
L=5m, hustota materidlu p = 7850 kg/m’, moment setrvaénosti /=5-10"* m*
atloustka 7=0.2 mm. UspéSné lze pro dané hodnoty pouzit metodu piimé iterace

v nasledujicich dvou tpravach:

1( m
bj+1 = h_ (Z + (bj - 2t)(hj - 2t)],

J

(4)

By = 3\/%(12[ (b, - 20)(h, = 21)}).

J

j Y
®)
121-bh’°
b, =2t—3— 27
/ b, -2t

Soustava (4) da pti pocateénich podminkach by=0.01 m a 4,=0.01 m jiz po tficeti
krocich dobry odhad prvniho feSeni: 5 =2.99 mm a 4 =0.591 mm. Soustava (5) vede
z pocatecnich podminek by=0.01 m a hy= - 0.0l m na druhé feseni: b=3.75 mm
ah= - 0.169 mm. Vzhledem k tomu, ze je druha rovnice kubicka, lze ocekavat, Ze
existuje jest¢ jedno feSeni, které se ale nepovedlo nalézt zaddnou z Gprav pro piimou
iteraci. Pro zmapovani soustavy a nalezeni tfetiho feSeni bylo provedeno zobrazeni
odchylky pftiblizného feseni ve zvolené roviné (b, #). Odchylka ¢ byla formulovana ve
tvaru (délka vektoru relativnich odchylek):
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m 121

Na obr. 1 je vidét zobrazeni pribehu odchylky 0 v€etné polohy tii nalezenych feSeni

zvyraznénych pomoci krouzk.
J\\
5]
o
3
-
A

S(b. 1) = \/(1 _ pL(bh—(b—-21)(h - 2t))j .\ (1 bR = (b=2t)(h-21)’ J . ©

Obr. 1: Zobrazeni pribéhu odchylky ¢ pomoci logaritmické monochromatické stupnice a vrstevnic.
Reseni jsou vyznacena na vrstevnicovém zobrazeni pomoci krouzka.

Z obrazku 1 je dobie patrnd brazda tietiho feSeni se strmymi okraji (jdouci zespodu
nahoru), kterd ziejmé zplisobuje numerické potize metody piimé iterace. Z grafického
zobrazeni lze piiblizné€ stanovit polohu tfetiho feseni b ~ - 1.38 mm a /4 ~ 0.497 mm.

4 Analytické reSeni

S pouzitim nékterého ze soucasné i volné dostupnych analytickych stroji, jakym je napf.
Wolfram Alpha [2], Ize nalézt obecné feSeni soustavy (3). Obdrzené feSeni je nanesStésti
ve tvaru, ktery pouhym dosazenim neumozituje hodnoty vy¢islit v oboru redlnych ¢isel
(ackoliv existuji). Ukazme si jeden z kotfenti pro Sifku prifezu:

m 1 i/E 1
= +t— +8\/_ L'p’
4Lpt 2Lpt 62 f 2

d=a++\d - 44802 p*¢* +9m2)3, (7)
a=864Cmp*t* —5184IL p°t* + 54m’,

3

kde a, d jsou pomocné konstanty.

Jelikoz je (pro dané parametry) vyraz pod druhou odmocninou zaporny, musime pro
ziskani pouzitelného tvaru pfejit do oboru komplexnich ¢isel s ocekdvanim vymizeni
imaginarni slozky ¢isla po provedeni obou odmocnin. Po pfechodu do komplexniho
oboru lze pro diskriminant d psat:
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d=a+\/i2(4(48L2p2t4+9m2)3—a2):a+i\/4(48L2p2t4+9m2)3—a2,

8)
a> — 44812 p*t* +9m*)* <0.

Diskriminant d je nyni potfeba odmocnit, viz vyraz (7). Pro tfeti odmocninu
z komplexniho ¢isla plati:

Vpﬂ'q =3\/|p+iQ| COSHLz,s +i3)| p+iq| Singl,z,sa

0 0, 2

1= A~ 62,3=§i§7[9 (9)
9:arccos[ p‘ J
p+iq|

V nasem ptipad¢ pro absolutni hodnotu » a thel 8 komplexniho ¢isla d dle vyrazu (8) lze
psat (jisté¢ ne ndhodou vymizi konstanta a z vyrazu pro absolutni hodnotu):

r=ld =248 p*t* +9m?)?,
(aj (10)
0 = arccos| — |.

r

Tteti odmocnina pak ma tvar:

Vd =3r CoSO, 5 +i r sin 0,3

(11)
Vr =32 4812 21 +9m?.

Vysledné komplexni Cislo, které vznikne z tfeti odmocniny si ozna¢me u + iv. Toto Cislo
nyni dosadime do vyrazu (7):

m 1 u+iv 1 3m*
- +1— + +82 12 p% ||, 12
4Lpt 2Lpt| 632  u+iv 25 P (12)

ktery standardni upravou pro odstranéni komplexniho ¢isla ze jmenovatele zlomku
ptejde do tvaru:

. . 2
m 1 u+iv  u-—iv | 3m +83\/§

2 2.4
“aip T 2pt| V2w ) Lp )=
(13)
m L 1 u+iv+u—iv 3m2+83\/§L2p2t4
4Lpt 2Lpt| 632 r§ 2%
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Dosazenim za konstantu » z vyrazu (11) se nam vyrazy znaéné zjednodusi vcetné
zmizeni imaginarni slozky:

b m s 1 u+iv+u—iv . m s u (14)
4Lpt 2Lpt\ 632 632 ) 4Lpt 632Lpt’

coZ po substituci realné slozky u dava tfi hledana feseni Sitky a vysky prurezu:

m Vrcosb,, ,
b1,2,3 = Tl =,
4Lpt 62Lpt (15)
m
h,,=——+2t=b,,.
1,2,3 2Lpt 1,2,3

V tabulce 1 jsou uvedena nalezend feSeni dle oznaceni uvedeného ve vyrazech (9,15):

resSeni b [mm] h [mm]

1 - 1.370416 4.955130
2 3.753809 | -0.169095
3 2.993678 0.591036

Tab. 1: Analyticky nalezené hodnoty rozméri priiezu.

Smysluplné feSenti je tieti v poradi.

5 Platnost reSeni

Diskriminant nachazejici se pod druhou odmocninou urcuje ptipady, kdy plati vyse
uvedeny vyraz (15). Kritické body jsou dany kvadratickou podminkou:

(864L2mp>t* 518411 p*t> +54m’ )~ (4812 p*£* +9m* )*= 0, (16)

kterd ma dvé feSeni pro moment setrvacnosti /:
1 ( 3 3 3.4 2.6 2
Iy =\ 9Lm’ p+144Lmp’t* £33/ 272m" p* +
Y 864L%pt 1 P P P (16)
+432L'm* p*t* +2304L°m’ p°t* + 4096L8p8t12).

Pro zvolené parametry vychazi kritické hodnoty momentu setrva¢nosti ptiblizné
[,=42410"m" a L =1.09-10"*m". Pro odvozeny vyraz (15) tedy plati I, << I,. Pro
pfedstavu si zndzornime plochy odchylky 6 pro moment setrvacnosti z okoli kazdého
kritického bodu, viz obr. 2 a obr. 3. Z obrazku je patrné, ze vznika, respektive zanika,
dvojice (redlnych) feSeni. Smysluplné feSeni sindexem 3 se tedy objevuje spolu
s feSenim s indexem 2 v bifurkacnim bodé¢ /; (obr. 2). Zaniké pak v bifurka¢nim bod¢ />
spojenim s feSenim o indexu 1 (obr. 3).

V intervalu I < [} a I, < I lze pro stanoveni realného kofenu vyuzit pfimého dosazeni
do vyrazu (7). Dalsi dva kofeny jsou v téchto intervalech imaginarni. Na obr. 4 je
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znazornén bifurkaéni diagram vSech nalezenych feSeni s redlnymi hodnotami.
Smysluplné feseni je zndzornéno plnou Carou.

SN

=310 m* I1=410"m*

I=510"m"
Obr. 2: Zobrazeni priib&hu odchylky 6 pro bifurkaéni bod 7, = 4.24-10"° m*

SN

1=1.0-10"m" 1=12-10"m" 1 2.0-10" m*
Obr. 3: Zobrazeni pribhu odchylky o pro bifurkaéni bod I, = 1.09-10"*m*

12
b [mm]

- 10

L-2

Obr. 4: Bifurka¢ni diagram pro moment setrvacnosti /. PInou ¢arou je znazornéno smysluplné feseni,
Carkovanymi Carami ostatni redlna feseni.
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6 Zavér
Clanek se vénoval identifikaci parametri prifezu dynamického modelu prutu. Kromé
nenaro¢ného plného obdélnikového priifezu byla vénovana pozornost dutému priufezu
obdélnikového tvaru. ReSeni bylo hleddno nejprve numerickou cestou, posléze
analyticky.

Pro ziskani obecného analytického feSeni byl uzit analyticky stroj. Samotné feSeni
bylo poté potieba upravit kvili jeho komplexni povaze. Tato tUprava spocivala
v provedeni dvou odmocnin komplexnich ¢isel a ve vysledku dala realna feseni.

Ukézalo se, Ze smysluplné feSeni Ulohy existuje pouze v omezené oblasti. Kromé
analytickych vyrazti byly ukazany také plochy definované odchylky a bifurkacni
diagram pro zavislost §itky prifezu na momentu setrvacnosti.
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