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ROTACNI MODEL LUKU
ROTATIONAL MODEL OF A BOW

Petr Frantik'

Abstrakt

Ptispévek je vénovan odvozeni modelu luku s jednim stupném volnosti ve kterém je
lucisté¢ nahrazeno dvojici tuhych rotujicich dilcii s rota¢ni pruzinou. Lucisté je zde
uvazovano jako prizmaticky prut z linearn€ se chovajiciho materialu. Odvozeni modelu
luku je provedeno s uvdzenim geometrické nelinearity.
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Abstract

The paper is focused on derivation of a model of a bow with single degree of freedom in
which are bended limbs represented by rotating arms with rotational spring. The bow is
considered here as straight with prismatic limbs of linear material. In the derivation of
the model of the bow the geometrical nonlinearity is assumed.
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1 Uvod

Ptispévek navazuje na ¢lanek [1], prezentovany na této konferenci, ve kterém je odvozen
model s jednim stupném volnosti s lu¢istém nahrazenym svislou transla¢ni pruzinou.
Srovnani s pfesnéjSim numerickym modelem vSak ukazalo, Ze (za danych predpokladi)
takovy model nedostatecné vystihuje vyvoj deformace celého luku zejména kvili znacné
rotaci tahla reprezentujiciho tétivu. Vysledek byl neuspokojivy a vedl k motivaci nalézt
vystizn€j$i model, jenz je predstaven zde.

Ludist¢ je v nové navrzeném modelu nahrazeno dvojici rotujicich tuhych dilci
spojenych na ose symetrie rotani pruzinou, viz obr. 1. Jsou zde znazornény tfi stavy
luku. Prvni, oznaceny jako a) odpovidd volnému lucisti bez tétivy. Stav b) je luk
s napnutou tétivou (bez natahu) a stav ¢) odpovida luku pfi natahu se zalozenym Sipem.

2 Odvozeni natahové sily

Na rozdil od modelu s transla¢ni pruzinou [1], je u modelu s rota¢ni pruzinou snadné
vyjadrit zavislost natahové sily F' na délce natahu w,, viz obr. 2. Piivodni model ma
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zéavislost natahové sily F vyjaddienu pouze vuci délce pramétu tétivy wy, jelikoz snaha
o doplnéni zavislosti na délce natahu w, nebyla z analytického hlediska spe€sna.

a b a b

Obr. 1: Jednoduchy luk (vlevo) a jeho model z kyvnych dilcti (vpravo) vcetné jejich tii stavi: a) lucisté
s nenapnutou tétivou, b) s napnutou tétivou a c¢) natazeny luk se zaloZenym Sipem pred vypusténim.

-

Obr. 2: Schéma rotacniho modelu luku a piisobicich sil

Odvozeni zatneme momentovou podminkou rovnovahy ke kloubu s rota¢ni pruzinou:

M(a)=N,-w +N.-h, (1)
kde M je moment, kterym rotacni pruzina pusobi na tuhy dilec nahrazujici polovinu
lucisté, a je pootoCeni dilce vici svislé ose (nenapjatému lucisti), N, je svisla slozka
normalové sily v tétivé, N, = F/2 je vodorovna slozka norméalové sily v tétivé, w; je
vodorovné posunuti koncového bodu tuhého dilce a 4, je vzdalenost koncového bodu
tuhého dilce od osy symetrie. Jelikoz vyslednice slozek normalové sily v tétivé musi
pusobit ve sméru tétivy, tak plati:

N, h

e o 2

N w 2)
Dosazenim do vztahu (1) a Gpravou dostaneme vyraz pro vodorovnou slozku N.:

N o M@ _F G

z 2 *
h,[1+w’)
Wt

Dalsi upravu provedeme tak, aby vyraz (3) zavisel pouze na neznamé vzdalenosti #,.
Z pravouhlych trojuhelnika tvofenych tuhym ramenem a tétivou dostavame vztahy:
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w, =+lh' —h>,

w = h—h, 4)
ht

cosa =—,
h

kde ho=L,/2 je polovina délky tétivy L, a h=L/2 je polovina délky luciste L.
Dosazenim a upravou ziskame vyraz zavisejici pouze na neznamé #;:

N, = M(a) =£, a= arccos%, (5)

2 g2
h| 1+ %
ho _ht

Nyni stanovime neznamou vzdalenost /, z geometrie patrné na obr. 2. Plati:
W, + W, =w, +Ww,

(6)
wy =+h* —h’,

kde wy je posunuti koncového bodu luciste, ke kterému doslo vlivem napnuti tétivy.
Dosazenim vyrazi (4) ziskame opét zavislost na vzdalenosti 4;:

w, +wy =[h* = +lhy’ —h. 7

Nyni potiebujeme tento vztah upravit tak, abychom méli explicitni vyraz pro nezndmou
vzdalenost 4,. Nejprve celou rovnici podélime levou stranou vyrazu (7):

W h2 ni_p? 2 g2 2 402
1=\/ t +\/0 r h hz + ho ht (8)

w, + Wo (Wn + Wo )2 (Wn + Wo )2 ’

pievedeme jednu odmocninu na opa¢nou stranu:

W —h’ h’—h’
1— t — 0 t , 9
¢m+%f ﬂm+%f ©

umocnime nadruhou:

2 2 2 2
_ h ht2 _ hy h,z’ (10)
(Wn + WO) (Wn + WO)
roznasobime levou stranu:

W -hn’ W —h’ h’—h’
1_2 t t — 0 t , 11
(RN A (e (v

osamostatnime zbyvajici odmocninu:

2 2 2 2 2 2 2 2
) h —h,zz h—h,z_ hy —ht2+1: h—h02+1’ (12)
(Wn + WO) (Wn + WO) (Wn + WO) (Wn + WO)
opét umocnime nadruhou:
2 g2 2 2 2 2 2 2\2
PR N R ) B e +(wn-2kw0) ’ (13)
(Wn + WO) (Wn + WO) (Wn + WO)
vyndsobime jmenovatelem levé strany:
4hz_4htz:(hz—h02+(wn+2w())2)2’ (14)
(Wn + WO)
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osamostatnime hledanou neznamou #;:
2 2
2 (hz—h0 +(wn+wo))z
h™=h"— >
4(wn + wo)
a nakonec odmocnime:

2 2 2
h,(wn)zir\/hz—(h My +(W"+W°))2, w,e 0w, o b owo =hth—w,.  (16)

; (15)

2 n,max )’ n,max
4(wn +w,)

Dodejme, Ze potfebnou hodnotou je kladnd slozka feSeni, odpovidajici znaménku plus
pied odmocninou.

Vypocet natahové sily F' tedy probihé tak, Ze se pro dany natah w, stanovi vzdalenost
h; podle vztahu (16), ktera se dosadi do vztahu (5).

3 Linearni aproximace luciSté

Vztah (5) pro natahovou silu F vyzaduje ur¢eni zavislosti momentu M rotacni pruziny na
pootoceni a tuhého dilce. Uvazujme linedrni pruzinu danou funkeci:

M(ax)=ka, 17)
kde k je tuhost rotacni pruziny. Tuto tuhost nastavime tak, aby kriticka sila N, pfi ztraté
stability modelu vlivem napnuti tétivy odpovidala kritické sile lucisté¢ tvotfeného
prizmatickym prutem, viz obr. 3.

Obr. 3: Dilec zatizeny napnutou tétivou

Pro tuhy dilec pootoceny o uhel o upravime momentovou podminku rovnovany (1),
odstranénim nulové vodorovné slozky N, (tétiva je ve svislé poloze):
M(a)-N_ -w,=0,
ka—=N_-h-sina =0.
Nyni aproximujeme funkci sinus prvnim ¢lenem Taylorova rozvoje:
sina = a, (19)
a dosadime do podminky rovnovahy (18) a upravime:
ka—N ha =0,
k—N.h=0, (20)
Nx cr E *
T h
Tuto kritickou silu polozime rovnu kritické sile luciste:

Nxcr=£:ﬂ-2E_21’
= h L

z ¢ehoz plyne:

(18)

21
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EI EI
:72'2— = 2_

k > T .
L 2L

(22)

4 Srovnani reSeni

Na obr. 4 a 5 je vidét graf srovnani odvozené zavislosti (5) natahové sily F, resp. svislé
slozky N, sily v tétivé, na délce natahu w,, aproximujici luk tvofeny lucistém z jasanu
délky 2 m, s obdélnikovym prifezem 30 x 7 mm a modulem pruznosti £= 16 GPa (viz
[2]). Z grafického srovnani je patrna dobra trovenl aproximace rotacniho modelu
vzhledem k vysledku numerické simulace prutového modelu FyDiK2D, viz [3].
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Obr. 4: Priibéh natahové sily F v zavislosti na délce natahu w,
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Obr. 5: Priibéh svislé slozky N, normalové sily v tétive v zavislosti na délce natahu w,

Srovnani s modelem [1] uvazujicim translacni pruzinu je vidét na obr. 6 a 7. Jedna se
opét o zavislost natahové sily F a svislé slozky N, normalové sily v tétivé. Tentokrat
ovSem na délce pramétu tétivy w, do vodorovné osy x. Z obrazku je patrna vyrazné lepsi
vystiznost modelu s rotacnim dilcem, dosazena diky zohlednéni deformacniho vlivu
uhlu tétivy.
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Obr. 7: Srovnani zavislosti svislé slozky N, sily v tétivé na délce prumétu tétivy w, pro tfi modely

5 Zavér

Cléanek prezentoval odvozeni analytického vyrazu pro model luku tvofeny dvéma tuhymi
dilci s rotacni pruzinou, vcetné linearni aproximace rotacni pruziny zvolené tak, aby se
kritickd sila modelu shodovala s kritickou silou lucisté. Tento model se po srovnani
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